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Abstrakt
Pra´ce je zameˇrˇena na axiomaticke´ teorie mnozˇin. Jsou v nı´ prˇehledneˇ zpracova´ny a
popsa´ny nejzna´meˇjsˇı´ teorie jako Zermelo-Fraenkelova teorie mnozˇin, Go¨del-Bernaysova
teorie mnozˇin a Kelley-Morseova teorie mnozˇin. V u´vodu je popsa´na vy´stavba logicke´
teorie s definicı´ za´kladnı´ch pojmu˚ a principu˚. Da´le je zde zhrnut a objasneˇn du˚vod
vzniku axiomaticky´ch teoriı´ mnozˇin a du˚vod, procˇ naivnı´ teorie mnozˇin nebyla dostacˇu-
jı´cı´. Dalsˇı´ kapitoly jsou zameˇrˇeny na du˚kazy jednotlivy´ch teore´mu˚ u konkre´tnı´ch teoriı´
mnozˇin. Jedna z teˇchto kapitol je zameˇrˇena na zdu˚vodneˇnı´, procˇmu˚zˇeme tvrdit, zˇeKelley-
Morseova teoriemnozˇin je silneˇjsˇı´ nezˇ Zermelo-Fraenkelova teoriemnozˇin. Dalsˇı´ kapitola
popisuje, jaky´m zpu˚sobem omezit Go¨del-Bernaysovu teorii mnozˇin na teorii s konecˇny´m
pocˇtem axiomu˚, i kdyzˇ se tato teorie standardneˇ povazˇuje za nekonecˇneˇ axiomatizova-
telnou. Poslednı´ kapitola je veˇnova´na du˚lezˇity´m du˚kazu˚m bezespornosti axiomu vy´beˇru
a hypote´zy kontinua se Zermelo-Fraenkelovou teoriı´ mnozˇin.
Klı´cˇova´ slova: axiom, mnozˇina, trˇı´da, formule, teorie, du˚kaz, teorie mnozˇin
Abstract
Thesis focuses on axiomatic set theories. There are clearly described and processed the
most famous theories - Zermelo-Fraenkel set theory, Go¨del-Bernays set theory andKelley-
Morse set theory. In introduction is described the construction of logical theory with the
definition of basic concepts and principles. There is also summarized and explained the
cause of formation the axiomatic set theory and why naive set theory was not sufficient.
Next chapters focus on proofs of individual theorems in specific theories. One of these
chapters focuses on the rationale, why we can say that the Kelley-Morse set theory is
stronger than Zermelo-Fraenkel set theory. Another chapter describes, how is possible to
limit Go¨del-Bernays set theory to theory with a finite number of axioms, although this
theory is normally considered as infinitely axiomatized. The last chapter is dedicated to
important proofs of unequivocalness of axiom of choice and the continuum hypothesis
with Zermelo-Fraenkel set theory.
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Seznam pouzˇity´ch zkratek a symbolu˚
FGB – Finitna´ verzia Go¨del-Bernaysovej teo´rie mnozˇı´n
GB – Go¨del-Bernaysova teo´ria mnozˇı´n
KM – Kelley-Morseova teo´ria mnozˇı´n
ZF – Zermelo-Fraenkelova teo´ria mnozˇı´n
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21 U´vod
Teo´ria mnozˇı´n, ktorej pocˇiatky siahaju´ do 19. storocˇia, vy´razny´m spoˆsobom zasiahla
vy´voj matematiky v 20. storocˇı´. Za zakladatel’ov teo´rie mnozˇı´n moˆzˇeme povazˇovat’Ber-
narda Bolzana (1781-1848), ktore´ho prı´nos nebol dlhu´ dobu u´plne doceneny´ a hlavne
Georga Cantora (1845-1918), ktory´ publikoval svoju prvu´ pra´cu z oblasti teo´rie mnozˇı´n
v roku 1872 a postupom cˇasu vytvoril teo´riu, na ktorej za´kladoch stojı´ su´cˇasna´ teo´ria
mnozˇı´n. Jeho intuitı´vne ponˇatie mnozˇiny vsˇak spoˆsobovalo, zˇe teo´ria mnozˇı´n musela
uzˇ od svojho vzniku za´pasit’s isty´mi t’azˇkost’ami, ked’zˇe mnozˇinu formuloval ako su´hrn
predmetov, objektov, ktore´ su´ dobre rozlı´sˇitel’ne´ nasˇou mysl’ou alebo intuı´ciou. Ta´to for-
mula´cia bola tak vsˇeobecna´ a neurcˇita´, zˇe prı´pustnost’tvorenia mnozˇı´n z objektov nijako
neusmernˇovala a umozˇnˇovala neobmedzenu´ mozˇnost’takejto tvorby. Taktomohla vznik-
nu´t’ aj taka´ mnozˇina, akou bola naprı´klad mnozˇina vsˇetky´ch mnozˇı´n, ktorej existencia
bola vsˇak sporna´. Vy´chodiskom, ktore´ sa v tejto situa´ciı´ ponu´kalo, bolo vybudovanie
teo´rie mnozˇı´n pomocou axiomatickej meto´dy.
Kazˇdu´ matematicku´ teo´riu je mozˇne´ pokladat’za su´stavu vy´rokov o nejaky´ch mate-
maticky´ch objektoch. Pri zı´skavanı´ poznatkov sa v matematike postupuje deduktı´vne,
ale je zrejme´, zˇe kazˇdy´ poznatok nie je mozˇne´ odvodit’z nejake´ho ine´ho (naprı´klad jed-
noduchsˇieho) poznatku. Preto je vhodne´ vycha´dzat’ z isty´ch tvrdenı´ (axio´mov), ktore´
prehla´sime za pravdive´. Axio´my teda formuluju´ iste´ vlastnosti za´kladny´ch pojmov, ktore´
d’alej nedefinujeme a poklada´me ich za hotove´ a z nich potom odvodzujeme prostrednı´c-
tvom prı´pustny´ch logicky´ch prostriedkov d’alsˇie poznatky. Ty´mto spoˆsobom je mozˇne´
vybudovat’ celu´ teo´riu. Moderna´ axiomaticka´ meto´da sa od poˆvodnej klasickej (ktorej
za´klady polozˇil Euklides pri budovanı´ axiomaticke´ho syste´mu geometrie) odlisˇuje ty´m,
zˇe svoj jazyk aj logicky´ apara´t buduje su´cˇasne. Axio´my tu teda nie su´ cha´pane´ ako nejake´
samozrejmosti (naprı´klad bod alebo priamka v geometrii), ale su´ povazˇovane´ za vy´cho-
diska´, na ktory´ch je cela´ teo´ria vybudovana´.
V d’alsˇom texte sa budeme zaoberat’ tromi konkre´tnymi axiomaticky´mi teo´riami
mnozˇı´n, ktore´ budeme sku´mat’. Prvou, za´kladnou a najrozsˇı´renejsˇou je Zermelo - Fra-
enkelova teo´ria mnozˇı´n, ktora´ vycha´dza z pra´ce Ernsta Zermela (1871 - 1953), na ktoru´
nadviazal Adolf Fraenkel (1891 - 1965) a dal teo´riı´ konecˇny´ tvar. Neskoˆr vznika´ d’alsˇia
axiomatika - Go¨del-Bernaysova teo´ria mnozˇı´n, ktoru´ Paul Bernays (1888 - 1977) zalozˇil
na pojme trieda, cˇı´m popri pojme mnozˇina rozsˇı´ril za´kladnu´ terminolo´giu a tak umozˇnil
manipulovat’s dvomi rozdielnymi entitami - triedami a mnozˇinami. Kurt Go¨del (1906 -
1978) tu´to teo´riu doplnil ty´m, zˇe ztotozˇnil triedy smnozˇinami, ktore´maju´ rovnake´ prvky a
ty´m dal tejto teo´riı´ definitı´vnu formu, v ktorej sa nacha´dza dnes. Poslednou axiomatickou
teo´riou, ktorou sa budeme zaoberat’, je Kelley-Morseova teo´ria mnozˇı´n, ktorej za´klady
polozˇil Anthony Morse (1911 – 1984) na svojej predna´sˇke v roku 1939 na ktoru´ nadviazal
John Kelley (1916 - 1999) a doplnenı´m vo svojej pra´ci dal tejto teo´riı´ vy´slednu´ podobu.
Ta´to teo´ria je podobna´ teo´riı´ GB, rozdiel spocˇı´va v jedinom axio´me, pricˇom ta´to zmena
ma´ na celu´ teo´riu podstatny´ vplyv. Uvedene´ teo´rie mnozˇı´n presku´mame, uvedieme v
nich doˆkazy niektory´ch teore´mov, ktory´ch doˆsledky zkonsˇtatujeme na za´ver.
3V konecˇnom doˆsledku, v su´cˇasnosti moˆzˇeme bezpochyby tvrdit’, zˇe teo´ria mnozˇı´n
zasiahla neskorsˇı´ vy´voj matematiky vo viacery´ch smeroch. Spustila aktı´vny za´ujem o
sˇtu´dium ota´zok ty´kaju´cich sa rozvoja pozna´vania v matematike, cˇı´m vytvorila nevy-
hnutne´ predpoklady pre vznik novy´ch doˆlezˇity´ch matematicky´ch disciplı´n, ktory´mi su´
naprı´klad teo´ria rea´lnych funkciı´, topolo´gia a funkciona´lna analy´za, bez ktory´ch si nie je
mozˇne´ predstavit’modernu´ matematiku.
42 Definı´cia logickej teo´rie
Na u´vod musı´me uviest’, zˇe pojmy, axio´my a odvodzovacie pravidla´ moˆzˇu byt’defi-
novane´ viacery´mi ekvivalentny´mi spoˆsobmi, preto sa ich definı´ciou budeme zaoberat’v
nasleduju´com texte. Neskoˆr, v d’alsˇı´ch kapitola´ch, si budu´ konkre´tne doˆkazy jednotlivy´ch
teore´mov zase vyzˇadovat’overenie niektory´ch tvrdenı´ pre kazˇde´ odvodzovacie pravidlo
a kazˇdy´ axio´m samostatne. Axio´my a odvodzovacie pravidla´ logiky je vhodne´ popisovat’
s mozˇnost’ou viacery´ch druhov premenny´ch hned’ od zacˇiatku, ked’zˇe naprı´klad v axi-
omaticky´ch teo´ria´ch mnozˇı´n pracuju´cich s triedami sa pre prvky vyskytuju´ dva druhy
premenny´ch - mnozˇinove´ premenne´ a triedne premenne´.
K za´kladny´m pojmom, s ktory´mi budeme manipulovat’, patrı´: predika´t, ktory´ je defi-
novany´ pri nˇom uvedenou pocˇetnost’ou. Sˇpecificky´mi predika´tmi su´ naprı´klad ∈, ktory´
interpretuje vzt’ah na´lezˇania alebo = pre rovnost’. Dˇalsˇı´m pojmom, s ktory´m budeme
manipulovat’, su´ premenne´ roˆznych druhov, pricˇom su´ rozdelene´ do rozdielnych skupı´n
a platı´, zˇe premenne´ v jednej skupine zastupuju´ jeden druh premenny´ch. Treba pripome-
nu´t’, zˇe jedna premenna´ moˆzˇe zastupovat’viac druhov. Pouzˇity´mi symbolmi premenny´ch
budu´ naprı´klad x, y, X, Y, pricˇom pouzˇitie vel’ky´ch a maly´ch pı´smen si vyzˇaduje roz-
lı´sˇenie mnozˇı´n a tried v niektory´ch teo´ria´ch mnozˇı´n, s ktory´mi budeme pracovat’. Dˇalej
potrebujeme symboly pre funkcie, ktore´ taktiezˇ definuje pocˇetnost’ pri nich uvedena´.
Sˇpecia´lnymi symbolmi Dom,ℑ su´ oznacˇovane´ viacpocˇetne´ funkcie. Pre niektore´ pora-
die druhov objekov je vy´sledkom funkcie objekt urcˇite´ho druhu (k n-a´rnej funkcii moˆzˇu
byt’urcˇene´ (n+1)-tice druhov premenny´ch). Funkcia s pocˇetnost’ou 0 je definovana´ ako
konsˇtanta. Konsˇtanta moˆzˇe byt’urcˇena´, ake´ho je druhu. Sˇpecificke´ konsˇtanty a funkcie su´
znacˇene´ ∩,∪,,ℵα. Pouzˇity´mi kvantifika´tormi budu´ vsˇeobecny´ (∀) a existencˇny´ (∃). Dˇa-
lsˇı´mi pouzˇı´vany´mi za´kladny´m entitami su´ spojky nega´cie (¬), konjunkcie (∧), disjunkcie
(∨), implika´cie (→) a ekvivalencie (≡).
2.1 Termy
Oznacˇuju´ sa t, T, .... Moˆzˇu mat’definovane´, do ktore´ho druhu ktory´ term patrı´ a jeden
term moˆzˇe byt’su´cˇasne viacery´ch druhov. Kazˇdy´ znak pre premennu´ a konsˇtantu je tiezˇ
termom a aj Dom(t1, ..., tn) je term, ak Dom oznacˇuje funkciu s pocˇetnost’ou n a t1, ..., tn
su´ tiezˇ termy.
2.2 Formule
Formule sa znacˇia α,ϕ, ψ,Φ,Ψ, ... a dostaneme ich iterovanou aplika´ciou pravidiel:
• P (t1, ..., tn) je formulou, ak P je predika´t pocˇetnosti k a t1, ..., tn su´ termy
• ak su´ α, β formule, su´ aj ¬α, (α ∧ β), (α ∨ β), (α→ β) a (α ≡ β) formulami
• ak je α formula a x je premenna´ l’ubovol’ne´ho druhu, su´ aj (∀x)α a (∃x)α formulami
5Term t je substituovatel’ny´ za premennu´ x vo formuli α, ak je premenna´ x vol’na´
(nie je viazana´ zˇiadnym kvantifika´torom) vo formuli α, pricˇom substituujeme vsˇetky jej
vol’ne´ vy´skyty, d’alej ak sa zˇiadna individuova´ premenna´ termu t nestane po vykonanı´
substitu´cie viazanou vo formuli α a ak je term t druhu premennej x.
Potom znacˇı´me α(x/t).
2.3 Jazyk
Je tvoreny´ abecedou (symbolmi) a gramatikou a vytva´rame ho aplikovanı´m pravidiel
gramatiky na symboly abecedy. Su´cˇast’ou jazyka je aj zadanie pocˇetnostı´ jednotlivy´ch
predika´tov, funkciı´ a konsˇta´nt a prı´padne rozdelenie premenny´ch do skupı´n druhov
premenny´ch.
Jazyk teo´rie mnozˇı´n potrebujeme dopl´nˇat’o nove´ symboly funkciı´, konsˇtanty, predi-
ka´ty a nove´ druhy premenny´ch. Obohacovanie jazyka sa riadi nasleduju´cimi predpismi:
• Zadefinovanie funkcie:NechT je teo´ria s rovnost’ou.Nech jenaprı´kladα(y, x1, ..., xn)
formula (ktora´ nema´ ine´ vol’ne´ premenne´ ako (niektore´ z) y, x1, ..., xn) taka´, zˇe
T ⊢ (∃! (=existuje pra´ve jeden) y)α(y, n1, ..., nn) pre ake´kol’vek premenne´ n1, ..., nn
l’ubovol’ne´ho druhu, ktore´ sa nevyskytuju´ vo formuli α (v prı´pade, zˇe by existo-
val len univerza´lny druh premenny´ch v jazyku teo´rie T , tak by stacˇilo pozˇadovat’
len T ⊢ (∃!y)α(y, x1, ..., xn), pricˇom by x1, ..., xn boli tohto univerza´lneho druhu).
Ak je T ′ rozsˇı´renı´m teo´rie T pridanı´m novej n-a´rnej funkcie ℑ k jazyku teo´rie T
(ktorej hodnota je vzˇdy pra´ve druhu premennej y) a axio´mami y = ℑ(n1, ..., nn) ≡
α(y, n1, ..., nn), potom je teo´ria T ′ konzervatı´vnym rozsˇı´renı´m (kazˇda´ formula ja-
zyka teo´rie T doka´zatel’na´ v T ′ je doka´zatel’na´ aj v T ) teo´rie T . Ku kazˇdej formuli β
jazyka teo´rie T ′ existuje formula β′ jazyka teo´rie T tak, zˇe platı´ T ′ ⊢ β ≡ β′.
• Zavedenie konsˇtanty:Nech pre nejaku´ formuluα(x1, ..., xk)platı´ T ⊢ (∃x1, ..., xk)α.
Ak je rozsˇı´renı´m teo´rie T teo´ria T ′ vzniknuta´ pridanı´m od seba rozlicˇny´ch novy´ch
konsˇta´nt c1, ..., ck k jazyku teo´rie T , kde su´ tieto konsˇtanty po rade pra´ve druhov
reprezentovany´ch premenny´mi x1, ..., xk a pridanı´m axio´muα(x1/c1, ..., xk/ck), po-
tom je teo´ria T ′ konzervatı´vnym rozsˇı´renı´m teo´rie T .
• Zadefinovanie druhu premenny´ch: Nech platı´: Formula α ma´ jednu vol’nu´ pre-
mennu´ x, teo´ria T je teo´riou s rovnost’ou a T ⊢ (∃x)α. Ak je teo´ria T ′ rozsˇı´renı´m
teo´rie T vzniknuty´m pridanı´m nove´ho druhu premenny´ch u, ... k jazyku teo´rie T a
pridanı´m axio´mu (∀x)[(∃u)(u = x) ≡ α], pricˇom kazˇdy´ term druhu u je tiezˇ druhu
x, potom je teo´ria T ′ konzervatı´vnym rozsˇı´renı´m teo´rie T a ku kazˇdej formuli β
jazyka teo´rie T ′, v ktorom su´ vol’ne´ vy´skyty premenny´ch druhu u, existuje formula
β′ v jazyku teo´rie T , pre ktoru´ platı´ T ′ ⊢ β ≡ β′.
• Zadefinovaniepredika´tu:Nech jeα(x1, ..., xk) formulou jazyka teo´rieT , ktora´ nema´
ine´ premenne´, ako x1, ..., xk, pricˇom nemusı´ mat’ vsˇetky. Rozsˇı´renı´m teo´rie T pri-
danı´m nove´ho k-a´rneho predika´tu P a axio´mov P (n1, ..., nk) ≡ α(n1, ..., nk) (kde
6n1, ..., nk su´ premenne´ l’ubovol’ny´ch druhov, ktore´ sa nevyskytuju´ vo formuli α) k
jazyku teo´rie T zı´skame rozsˇı´renie T ′ teo´rie T . Potom je teo´ria T ′ konzervatı´vnym
rozsˇı´renı´m teo´rie T a pre kazˇdu´ formulu β jazyka teo´rie T ′ existuje taka´ formula β′
jazyka teo´rie T , zˇe platı´ T ′ ⊢ β ≡ β′.
2.4 Teo´ria
Teo´ria je definovana´ jazykom, ktory´ pouzˇı´va a syste´mom formu´l vytvoreny´ch v tomto
jazyku, ktore´ su´ pomenovane´ ako axio´my teo´rie.
2.5 Axio´my logicke´ho kalkulu
Su´ to vsˇetky formule, ktore´ su´ v niektorom z nasleduju´cich tvarov, pricˇom formule
sku´mane´ho jazyka su´ oznacˇene´ symbolmi α, β, γ, symboly x, x1, ..., xn, y1, ..., yn repre-
zentuju´ premenne´ ake´hokol’vek druhu, P je v u´lohe predika´tove´ho symbolu a ℑ znacˇı´
funkciu.
• α→ (β → α)
• [α→ (β → γ)]→ [(α→ β)→ (α→ γ)]
• (¬α→ ¬β)→ (β → α)
• (∀x)α → α(x/t) - Axio´m sˇpecifika´cie (substitu´cie) - za predpokladu, zˇe term t je
substituovatel’ny´ za premennu´ x vo formuli α
• (∀x)(α → β) → (α → (∀x)β) - Axio´m distribu´cie - za predpokladu, zˇe premenna´ x
nema´ vo formuli α vol’ny´ vy´skyt
• x = x - Axio´m identity
• (x1 = y1 ∧ ... ∧ xn = yn ∧ P (x1, ..., xn))→ P (y1, ..., yn)
– V jazyku teo´rie mnozˇı´n je mozˇne´ tento axio´m pre predika´ty = a ∈ postupne
formulovat’nasledovne:
– x = n→ n = x (symetria rovnosti)
– (x = n ∧ n = y)→ x = y (tranzitivita rovnosti)
– (x = n ∧ n ∈ y)→ x ∈ y
– (x = n ∧ y ∈ n)→ y ∈ x
7• (x1 = y1 ∧ ... ∧ xn = yn)→ ℑ(x1, ..., xn) = ℑ(y1, ..., yn)
Posledne´ tri axio´my sa oznacˇuju´ ako Axio´my rovnosti, ak symbol = oznacˇuje predika´t
rovnosti, ktory´ je mozˇne´ pouzˇit’ iba v teo´ria´ch s rovnost’ou. K dedukcˇny´m pravidla´m
radı´meodlucˇovacie pravidlomodus ponens, ktore´ umozˇnˇuje vyvodit’formuluβ z formulı´α
a α→ β a pravidlo generaliza´cie dovol’uju´ce pre premennu´ x, ktora´ moˆzˇe byt’ake´hokol’vek
druhu, odvodit’formulu (∀x)α z formule α.
2.6 Doˆkazy
Doˆkaz je konecˇna´ postupnost’krokov, tj. podl’a gramatiky jazyka dobre vytvoreny´ch
formu´l, z ktory´ch je kazˇda´ bud’axio´m alebo vznikne pomocou odvodzovacieho pravidla
z predcha´dzaju´cich dobre vytvoreny´ch formu´l, pricˇom posledny´m krokom tejto postup-
nosti je dokazovana´ formula. Aby bola formula doka´zatel’na´ v urcˇitej teo´riı´, musı´ byt’jej
cˇlenom a musı´ v nej existovat’ jej doˆkaz. Oznacˇenie T ⊢ α sa pouzˇije, ak je formula α
doka´zatel’na´ v teo´riı´ T. Ak pre nejaku´ formulu α v urcˇitej teo´riı´ existuje doˆkaz formule
(α ∧ ¬α), je ta´to teo´ria sporna´. Teo´ria sa nazy´va bezosporna´, ak sa taky´to doˆkaz v nej
nenacha´dza.
Pri spracovanı´ tejto kapitoly sme cˇerpali zo zdrojov [3], [2].
83 U´vod do axiomaticky´ch teo´riı´ mnozˇı´n
Za za´kladne´ a d’alej nedefinovane´ entity modernej matematiky moˆzˇeme povazˇovat’
mnozˇiny a neobvykle´ je pra´ve to, zˇe azˇ v druhej polovici 19. storocˇia sa zacˇali systematicky
sku´mat’. Ale ani v su´cˇasnosti nie je sˇtandardny´ postup pri sˇtu´diu urcˇitej oblasti zacˇı´nat’
mnozˇinami.
Zakladatel’om teo´riemnozˇı´n jeGeorgCantor (1845-1918), ktory´ svoj vy´skumzalozˇil na
pra´cach nemecky hovoriaceho cˇecha Bernarda Bolzana (1781-1848). Ucelenı´m poznatkov
o mnozˇina´ch a vznikom ich teo´rie sa otvorila cesta pre vznik a neskoˆr rozvoj moderny´ch
matematicky´ch disciplı´n, ktory´mi su´ naprı´klad vsˇeobecna´ algebra alebo funkciona´lna
analy´za. Cantorova naivna´ teo´riamnozˇı´n bola zalozˇena´ na intuı´ciı´ a dostal sa s vy´skumom
pomerne d’aleko. Avsˇak ako vy´skumpokracˇoval, zacˇali sa objavovat’urcˇite´ nezrovnalosti,
v terminolo´giı´ matematickej logiky spory, ktore´ boli pomenovane´ ako paradoxy 1. Prvy´m
bol v roku 1897 Burali-Fortiov paradox, nasleduju´ci objavil v roku 1899 sa´m Cantor a
znie takto: „Uvazˇujme mnozˇinu U vsˇetky´ch mnozˇı´n, potom mnozˇina P (U) vsˇetky´ch jej
podmnozˇı´n obsahuje viac prvkov, ako mnozˇina U“. Toto paradoxne´ tvrdenie vycha´dza z
tzv. Cantorovej vety:
Veˇta 3.1 Potencˇna´ mnozˇina P (X) (obsahuju´ca vsˇetky podmnozˇiny) mnozˇiny X obsahuje viac
prvkov, ako mnozˇina X .
Du˚kaz. Toto tvrdenie je ekvivalentne´ tvrdeniu, zˇe neexistuje surjektı´vne zobrazenie
mnozˇiny X na mnozˇinu P (X). Nech existuje surjektı´vne zobrazenie f : X → P (X).
Pre kazˇdy´ prvok (tj. mnozˇinu) A ∈ P (X) existuje nejaky´ prvok x ∈ X tak, zˇe f(x) = A.
Nech existuje podmnozˇina Y ⊂ X taka´, zˇe Y = {x ∈ X : x ̸∈ f(x)}. Mnozˇina Y obsa-
huje tie prvky mnozˇiny X , ktore´ nie su´ vo svojom obraze definovanom zobrazenı´m f .
Mnozˇina Y je zrejme podmnozˇinou mnozˇiny X , takzˇe musı´ existovat’prvok y ∈ X taky´,
zˇe Y = f(y). Z toho vyply´vaju´ dve situa´cie:
- ak y ∈ Y , potom ale pricha´dzame ku sporu s definı´ciou Y , podl’a ktorej y ̸∈ f(y), ale
f(y) = Y
- ak y ̸∈ Y , potom ale opa¨t’pricha´dzame ku sporu s definı´ciou Y , podl’a ktorej y ∈ Y
Takzˇe mnozˇina P (X) obsahuje vzˇdy viac prvkov ako mnozˇina X , ked’zˇe existencia
surjektı´vneho zobrazenia f : X → P (X) vedie ku sporu.
Prı´lisˇ uvol’nene´ pojatie pojmu mnozˇina, ktoru´ Cantor popı´sal ako aky´kol’vek su´hrn
vza´jomne odlı´sˇitel’ny´ch objektov, bolo prı´cˇinou tohto i d’alsˇı´ch paradoxov. Pritom ale platı´,
zˇe l’ubovol’ny´ objekt univerza sa da´ jednoznacˇne definovat’, cˇi do sku´manej mnozˇiny patrı´
alebo nie. Dˇalsˇı´m faktom, ktory´ Cantor prijal za axio´m bolo, zˇe mnozˇinu tvorı´ aky´kol’vek
su´hrn prvkov s identickou vlastnost’ou. „Byt’mnozˇinou“ je samozrejme tiezˇ vlastnost’,
takzˇe je podl’a jeho teo´rie mozˇna´ aj mnozˇina M vsˇetky´ch mnozˇı´n, ktora´, ako sme si doka´-
zali, je sporna´. Spocˇiatku sa paradox objaveny´ Cantorom nepovazˇoval za azˇ tak za´vazˇny´,
pretozˇe bol azˇ na okraji obvykly´ch matematicky´ch u´vah, ale ked’ sa na sce´ne objavil Ber-
trand Russel (1872-1970) so svojı´m paradoxom, situa´cia sa skomplikovala, pretozˇe jeho
1Podobne´ nezrovnalosti boli zna´me uzˇ v staroveku ako roˆzne antino´mie (vy´poved’, z ktorej ak predpo-
klada´me jej pravdivost’, odvodı´me jej nepravdivost’a naopak).
9paradox manipuluje s jednou zo za´kladny´ch opera´ciı´ na mnozˇina´ch - na´lezˇanı´m (∈). Jeho
znenie je nasleduju´ce: UvazˇujmemnozˇinuMvsˇetky´ch taky´chmnozˇı´n, ktore´ nie su´ svojı´m
vlastny´m prvkom. Potom odpoved’na ota´zku, cˇi je mnozˇinaM prvkom seba samej, vedie
ku sporu. Zo za´pisu M = {X | X ̸∈ X} vyply´va, zˇe M ∈ M ⇔ M ̸∈ M . Vy´znam py´tat’
sa, cˇi M ∈ M vyply´va z korektne´ho zadefinovania mnozˇiny M. Paradox objaveny´ Rus-
selom bol pre l’ahsˇie pochopenie interpretovany´ ako Paradox holicˇa. Znie takto: V urcˇitej
obci prika´zˇe starosta miestnemu holicˇovi, aby holil pra´ve vsˇetky´ch ty´ch muzˇov, ktorı´ sa
neholia sami. Ota´zkou je, cˇi sa ma´ holicˇ oholit’sa´m alebo nie. Vo forma´lnom za´pise:
Nech a ∈ b znamena´, zˇe muzˇ a holı´ muzˇa b. Takzˇe podl’a nariadenia starostu h ∈ x⇔
x ̸∈ x, z cˇoho pre x = h dostaneme spor.
Existuju´ aj ine´ typy paradoxov, tzv. se´manticke´. Jedny´m taky´m je aj su´vetie „Nasleduj-
u´ca veta je nepravdiva´. Predcha´dzaju´ca veta je pravdiva´.“ Taktiezˇ aj vy´rok: „Ta´to veta je
nepravdiva´.“
Pouzˇitie pravidla autoreferencie 2 je prı´cˇinou taky´chto paradoxov. Moˆzˇeme povedat’,
zˇe tu docha´dza k prelı´naniu dvoch u´rovnı´ jazyka. Aby sa zamedzilo tomuto konfliktu,
axiomaticke´ teo´rie mnozˇı´n su´ postavene´ na pouzˇitı´ dvoch roˆznych jazykov. Jazyk, po-
mocou ktore´ho sa o ty´chto teo´ria´ch hovorı´, sa nazy´va metajazyk a jazyk, v ktorom su´
vytvorene´ objekty danej teo´rie je tzv. objektovy´ jazyk. Komplika´cie, ktory´ch poˆvodom
bolo objavenie d’alsˇı´ch paradoxov, zasiahli vo svojich doˆsledkoch matematiku ako celok.
To viedlo k precı´znemu presku´maniu matematiky od jej za´kladov a prispelo k rozvoji
matematickej logiky a teo´rie mnozˇı´n. Podiel’alo sa na tom mnoho matematikov a ich
niekol’korocˇne´ snazˇenie vyu´stilo k prijatiu axiomatickej meto´dy, vd’aka ktorej nastal ak-
tı´vny rozmach mnohy´ch d’alsˇı´ch matematicky´ch disciplı´n. Princı´p tejto meto´dy spocˇı´va
v tom, zˇe na za´klade presne zadefinovany´ch axio´mov sa postupne buduje mnozˇinove´
univerzum, ktore´ podlieha urcˇity´m obmedzeniam.
Najrozsˇı´renejsˇou a najdoˆlezˇitejsˇou axiomatickou teo´riou je Zermelo-Fraenkelova teo´-
riamnozˇı´n, d’alsˇı´mi zna´mymi su´Go¨del-Bernaysova teo´riamnozˇı´n a trochumenej zna´ma
Kelley-Morseova teo´ria mnozˇı´n.
Tu´to kapitolu sme spracovali s pomocou zdrojov [8], [7].
2Definovanie prvkov mnozˇiny na nˇu samotnu´.
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4 Prehl’ad jednotlivy´ch axiomaticky´ch teo´riı´ mnozˇı´n
4.1 Zermelo-Fraenkelova´ teo´ria mnozˇı´n
Ako bolo spomenute´, ta´to teo´ria je najhlavnejsˇou axiomatickou teo´riou a budeme ju
oznacˇovat’skratkou ZF. Patrı´ medzi teo´rie s rovnost’ou. Jej axio´my musia zarucˇit’hlavne
dostatocˇne vel’ke´ univerzum a su´cˇasne musia z neho vylu´cˇit’ take´ zoskupenia mnozˇı´n,
ktore´ v Cantorovej teo´riı´ viedli k paradoxom. To je doˆvod, precˇo sa vacˇsˇina axio´mov tejto
teo´rie zaobera´ pra´ve existenciou mnozˇı´n.
Axio´my tejto teo´rie su´:
• Axio´m existencie mnozˇı´n
Tento axio´m zarucˇuje, zˇe existuje asponˇ jedna mnozˇina, teda zˇe univerzummnozˇı´n
nie je pra´zdne. Tento axio´m vycha´dza z axio´mu nekonecˇna, ktore´mu sa budeme
venovat’ neskoˆr. Spomenuty´ axio´m nekonecˇna niektore´ d’alsˇie cˇasti axiomatickej
teo´rie mnozˇı´n neobsahuju´, preto je v nich axio´m existencie mnozˇı´n nevyhnutny´.
(∃x)(x = x)
• Axio´m extenzionality
Axio´mpopisuje vzt’ahmedzi predika´tmi na´lezˇania a rovnosti. Vyply´va zneho tvrde-
nie, zˇe ak maju´ dve mnozˇiny rovnake´ prvky, tak sa rovnaju´. Z faktu, zˇe za´kladny´mi
objektami axiomatickej teo´rie mnozˇı´n su´ mnozˇiny, vyply´va, zˇe prvkami mnozˇı´n
moˆzˇu byt’d’alsˇie mnozˇiny a nicˇ ine´. Predika´t rovnosti tu ma´ vsˇeobecne´ vlastnosti
stanovene´ axio´mom rovnosti v matematickej logike.
(∀u)(u ∈ x↔ u ∈ y)→ x = y
• Axio´m vydelenia - sche´ma
Z kazˇdej mnozˇiny mozˇno vycˇlenit’mnozˇinu prvkov, ktore´ spl´nˇaju´ danu´ formulu.
Nasleduju´ca formula je axio´mom vydelenia, ak formula ϕ(x) neobsahuje vol’nu´
premennu´ z.
(∀a)(∃z)(∀x)(x ∈ z ↔ (x ∈ a ∧ ϕ(x)))
Pojem sche´ma je tu zavedeny´ kvoˆli tomu, zˇe pre konkre´tne zadefinovanu´ formulu
ϕ(x) dostaneme konkre´tny axio´m vydelenia, cˇizˇe z vzˇdy jedinecˇnej formule ϕ(x)
moˆzˇeme dostat’z tejto sche´my nekonecˇne vel’a axio´mov vydelenia.
• Axio´m dvojice
K aky´mkol’vek mnozˇina´m a, bmozˇno zostrojit’mnozˇinu, ktora´ obsahuje pra´ve tieto
dve mnozˇiny ako svoje prvky. Takto vzniknuta´ mnozˇina je jednoznacˇne urcˇena´
pomocou axio´mu extenzionality.
(∀a)(∀b)(∃z)(∀x)(x ∈ z ↔ (x = a ∨ x = b))
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• Axio´m zjednotenia
K l’ubovol’nej mnozˇine a existuje mnozˇina z, ktoru´ tvoria mnozˇiny patriace do
nejake´ho prvkumnozˇiny a. Definovanı´mmnozˇiny a je podl’a axio´mu extenzionality
jednoznacˇne urcˇena´ mnozˇina z.
(∀a)(∃z)(∀x)(x ∈ z ↔ (∃y)(x ∈ y ∧ y ∈ a))
• Axio´m potencie
Kazˇdej mnozˇine je priradena´ mnozˇina vsˇetky´ch jej podmnozˇı´n.
(∀a)(∃z)(∀x)(x ∈ z ↔ x ⊆ a)
Pozna´mka 4.1 Potencˇna´ mnozˇina mnozˇiny a je taka´ mnozˇina P (a), ktora´ je zlozˇena´
zo vsˇetky´ch podmnozˇı´n mnozˇiny a.
P (a) = {x : x ⊆ a}
• Axio´m nahradenia - sche´ma
Axio´m zarucˇuje, zˇe pri definovanom zobrazenı´ dostaneme z obrazu l’ubovol’nej
mnozˇiny opa¨t’mnozˇinu.
Nasleduju´ca formula je axio´mom nahradenia, ak formula ψ(u, v) neobsahuje vol’ne´
premenne´ w, z.
(∀u)(∀v)(∀w)((ψ(u, v) ∧ ψ(u,w)) → v = w) → (∀a)(∃z)(∀v)(v ∈ z ↔ (∃u)(u ∈
a ∧ ψ(u, v)))
Formula ψ(u, v)moˆzˇe mat’okrem u a v aj ine´ vol’ne´ premenne´ a nahradenı´m v za w
z nej vznikne ψ(u,w). Axio´m nahradenia vycha´dza z predpokladu, zˇe pre kazˇde´ u
platila formula ψ(u, v) maxima´lne pre jednu mnozˇinu v. Ak existuje, je uvedenou
formulou pridelena´ mnozˇine u. V druhej cˇasti na´m axio´m zarucˇuje, zˇe ak ma´ ψ
uvedenu´ vlastnost’ a nahradı´me prvky u ∈ a mnozˇinami v im zodpovedaju´cimi,
dostaneme zase mnozˇinu. Opa¨t’ je tu pouzˇita´ sche´ma, pretozˇe aplikovanı´m ψ(u, v)
na formule dostaneme d’alsˇie axio´my nahradenia v uvedenom tvare.
• Axio´m nekonecˇna
Zarucˇuje existenciu nekonecˇnej mnozˇiny.
Ak zacˇneme mnozˇiny konsˇtruovat’ od pra´zdnej mnozˇiny, pre ktoru´ platı´ ∅ ̸∈ ∅
spoˆsobom x ∪ {x} ≠ x pokial’ x ̸∈ x moˆzˇeme vytva´rat’sta´le d’alsˇie mnozˇiny, ktore´
vsˇetky budu´ prvkamimnozˇiny z. Existencia nekonecˇnej mnozˇiny vyply´va z axio´mu
nekonecˇna bez toho, aby definoval opera´ciu, prostrednı´ctvom ktorej ta´to mnozˇina
vznikne z uzˇ vzniknuty´ch mnozˇı´n. Toto je doˆvod, precˇo sa tento axio´m odlisˇuje od
d’alsˇı´ch axio´mov existencie mnozˇı´n - zjednotenia, dvojice a ty´m prekracˇuje syste´m
obmedzenej vel’kosti mnozˇı´n.
(∃z)(∅ ∈ z ∧ (∀x)(x ∈ z → x ∪ {x} ∈ z))
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• Axio´m fundovanosti (regularity)
Pre kazˇdu´ nepra´zdnu mnozˇinu a platı´, zˇe obsahuje asponˇ jeden taky´ prvok x, ktory´
s nˇou ma´ pra´zdny prienik.
Tento axio´m by sa dal povazˇovat’ za globa´lnu charakteristiku cele´ho mnozˇino-
ve´ho univerza. Vylucˇuje z neho niektore´ druhy mnozˇı´n, do ktory´ch naprı´klad pa-
trı´ mnozˇina y, pricˇom by platilo y ∈ y, pretozˇe by neexistoval prvok nepra´zdnej
mnozˇiny a = {y}, ktory´ by vyhovoval axio´mu fundovanosti, ked’zˇe y ∩ {y} ≠ ∅.
Axio´m fundovanosti taktiezˇ neumozˇnˇuje existenciu konecˇny´ch cyklov vzt’ahu na´-
lezˇania, ktory´mi su´ naprı´klad y1 ∈ y2 ∈ y1, y1 ∈ y2 ∈ y3 ∈ y1. Taktiezˇ o axio´me
fundovanosti platı´, zˇe je ekvivalentny´ s faktom, zˇe iterovanı´m opera´ciı´ potencie a
zjednotenia je mozˇne´ generovat’univerzum mnozˇı´n z pra´zdnej mnozˇiny.
(∀a)(a ̸= ∅→ (∃x)(x ∈ a ∧ x ∩ a = ∅))
Pozna´mka 4.2 Vsˇetky predcha´dzaju´ce axio´mymali konsˇtrukcˇny´ charakter, cˇizˇe ich za´pis
definuje, ako vytva´rat’d’alsˇie mnozˇiny. Avsˇak axio´m fundovanosti alebo tiezˇ regularity
vo vsˇeobecnosti definuje vsˇetky mozˇne´ mnozˇiny a ty´m popiera existenciu paradoxny´ch
mnozˇı´n, naprı´klad dvojicu mnozˇı´n M , N , v ktory´ch by platilo M ∈ N ∧ N ∈ M alebo
taky´ch, ktore´ by boli samy sebe prvkom.
Definovanie pra´zdnej mnozˇiny a opera´cie prieniku na´m umozˇnˇuje axio´m vydelenia.
Axio´m dvojice ponu´ka zavedenie jednoprvkovej mnozˇiny v tvare {x} a opera´ciu zjed-
notenia mnozˇı´n je mozˇne´ zaviest’ z axio´mu zjednotenia. Mechanizmus axiomaticky´ch
teo´riı´ vycha´dza z toho, zˇe vytva´raju´ univerzum mozˇny´ch mnozˇı´n po maly´ch krokoch a
postupne. Vytvorenie mnozˇiny zakladaju´ na existencii uzˇ vzniknuty´ch mnozˇı´n a tento
postup zarucˇuje, zˇe zoskupenia prvkov, ktore´ definovany´mi opera´ciami z ty´chto mnozˇı´n
vzniknu´, su´ opa¨t’mnozˇinami. Svojou vel’kost’ou nie su´ takto vytvorene´ mnozˇiny prı´lisˇ
odlisˇne´ od mnozˇı´n, z ktory´ch boli odvodene´. Russel v roku 1906 po analy´ze paradoxov
sˇpecifikoval tento princı´p akopostup, pri ktoromsu´ za´sadne obmedzene´ vel’kostimnozˇı´n.
Z axio´mov zjednotenia, nekonecˇna, extenzionality, dvojice, potencie, zo sche´my axi-
o´mu vydelenia a axio´mu vy´beru sa skladala poˆvodna´ Zermelova axiomaticka´ teo´ria
mnozˇı´n z roku 1908. Axio´m vy´beru sme nezadefinovali, pretozˇe dnes obecne nepatrı´
medzi za´kladne´ axio´my teo´rie mnozˇı´n. Ak axio´m vy´beru nahradı´me axio´mom fundova-
nosti, dostaneme z poˆvodnej Zermelovej axiomatiky Zermelovu´ teo´riu mnozˇı´n. V roku
1922 bol Fraenklom doplneny´ axio´m nahradenia. Rozsˇı´renı´m Zermelovej teo´rie mnozˇı´n
o axio´m nahradenia dostaneme sˇtandardnu´ Zermelo-Fraenkelovu´ axiomaticku´ teo´riu
mnozˇı´n oznacˇovanu´ skratkou ZF .
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Veˇta 4.1 Doˆsledkom niektore´ho axio´mu nahradenia je kazˇdy´ axio´m vydelenia.
Du˚kaz. Ak je ϕ(u) formulou neobsahuju´cou z ako vol’nu´ premennu´, urcˇı´me v, w ako
d’alsˇie dve premenne´, pricˇom nie su´ vol’ne´ vo formuli ϕ a vytvorı´me formulu ψ(u, v) v
tvare ϕ(u) ∧ u = v
Potom platı´
(∀u)(∀v)(∀w)((ψ(u, v) ∧ ψ(u,w))→ v = w)
a k akejkol’vek mnozˇine a existuje mnozˇina z podl’a axio´mu nahradenia pre formulu
ψ taka´, zˇe pre kazˇdu´ mnozˇinu v platı´ vzt’ah
v ∈ z → (∃u)(u ∈ a ∧ ψ(u, v))
Zo zostrojenia formule ψ vyply´va, zˇe je splnena´ prava´ strana ekvivalencie pra´ve ked’
(v ∈ a ∧ ϕ(v)). Pre formulu ϕ je ty´m doka´zany´ axio´m vydelenia.
Veˇta 4.2 Doˆsledok axio´mu potencie a nahradenia je axio´m dvojice.
Du˚kaz. Druha´ potencˇna´ mnozˇina pra´zdnej mnozˇiny P (P (∅)) je tvorena´ pra´ve dvomi
prvkami∅ a {∅}. Ak su´a, b l’ubovol’ne´ dvemnozˇinove´ premenne´, zkonsˇtruujeme formulu
ψ(u, v)
(u = ∅ ∧ v = a) ∨ (u = {∅} ∧ v = b)
kde u, v su´ dve premenne´ odlisˇne´ od a, b. Pre formulu ϕ(u, v) platı´
(∀u)(∀v)(∀w)((ψ(u, v) ∧ ψ(u,w))→ v = w)
a mnozˇina z sa sklada´ pra´ve z dvoch prvkov a, b. Axio´m nahradenia pre formulu ψ
pridelı´ mnozˇine P (P (∅))mnozˇinu z.
Axio´mami fundovanosti, nekonecˇna, nahradenia, zjednotenia, extenzionality a poten-
cie je teda definovana´ Zermelo-Fraenkelova axiomaticka´ teo´riamnozˇı´n. Z ty´chto axio´mov
je vyvoditel’ny´ axio´m dvojice a kazˇdy´ axio´m vydelenia je doˆsledkom niektore´ho axio´mu
nahradenia.
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4.2 Go¨del-Bernaysova teo´ria mnozˇı´n
Budeme ju oznacˇovat’ skratkou GB. Jazyk Go¨del-Bernaysovej teo´rie mnozˇı´n pracuje
tiezˇ len s jediny´m predika´tom ∈ a s jedny´m druhom premenny´ch znacˇeny´ch vel’ky´mi
pı´smenami, ktore´ sa nazy´vaju´ triedne premenne´. Ta´to teo´ria je tiezˇ teo´riou s rovnost’ou.
Formula, ktora´ neobsahuje kvantifika´tory viazane´ na triedne premenne´, sa nazy´va nor-
ma´lna formula. Tu´to teo´riu tvoria nasleduju´ce axio´my, v ktory´ch su´ maly´mi pı´smenami
znacˇene´ mnozˇinove´ premenne´.
• Axio´m existencie mnozˇiny
(∃x, y)(x ∈ y)
• Axio´m zavedenia mnozˇinovy´ch premenny´ch
(∃x)(x = X) ≡ (∃Y )(X ∈ Y )
• Axio´m extenzionality pre triedy
(∀X,Y )[X = Y ≡ (∀e)(e ∈ X ≡ e ∈ Y )]
• Axio´m existencie tried - sche´ma, ktory´ platı´ za predpokladu, zˇe Φ je definovana´
ako norma´lna formula s nevyskytuju´cou sa premennou Z.
(∃Z)(∀e)(e ∈ Z ≡ Φ)
• Axio´m dvojice
(∀x, y)(∃z)(∀e)[e ∈ z ≡ (e = x ∨ e = y)]
• Axio´m nahradenia
(∀F )((∀y, e1, e2)[(⟨e1, y⟩ ∈ F ∧ ⟨e2, y⟩ ∈ F ) → e1 = e2] → (∀x)(∃z)(∀e)[e ∈ z ≡
(∃y)(y ∈ x ∧ ⟨e, y⟩ ∈ F )])
a Axio´my potencie, fundovanosti, nekonecˇna a zjednotenia, ktore´ su´ s mnozˇinovy´mi
premenny´mi a presne v tvare definovanom v ZF teo´riı´.
4.3 Kelley-Morseova teo´ria mnozˇı´n
Naoznacˇenie budemepouzˇı´vat’skratkuKM. Ta´to teo´ria je od predcha´dzaju´cej odlisˇna´
v jedinej veci, a to vo vynechanı´ slova norma´lna v definı´ciı´ axio´mu existencie tried. Vy´-
znam to menı´ v tom, zˇe je pozˇadovana´ existencia tried pre vsˇetky formule, ktore´ splnˇuju´
pozˇiadavku na vol’nost’premenny´ch. Platı´ to aj pre formule, ktore´ obsahuju´ kvantifika´-
tory triednych premenny´ch. Takto zkonsˇtruovanu´ sche´mu axio´mu existencie tried nie je
mozˇne´ nahradit’konecˇny´m pocˇtom jeho prı´padov a ta´to sche´ma umozˇnˇuje len existenciu
triedymnozˇı´n s danou vlastnost’ou, cˇizˇe ak by sme naprı´klad vyzˇadovali existenciu triedy
tried X s vlastnost’ou Φ pre kazˇdu´ formulu Φ(X), pri spra´vne zadefinovaj formuli Φ by
sme dospeli ku sporu.
K spracovaniu tejto kapitoly na´m pomohli zdroje [1], [2].
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5 Porovnanie vybrany´ch teo´riı´ mnozˇı´n
Na zacˇiatok uvedieme a zadefinujeme niektore´ pojmy, s ktory´mi budeme neskoˆr
pracovat’.
Neusporiadana´ dvojica je definovana´ vzt’ahom: z = {x, y} ≡ (∀e)[e ∈ z ≡ (e =
x ∨ e = y)]. Ta´to definı´cia konzervatı´vne rozsˇiruje teo´riu ZF. Doˆkazom toho je platnost’
formuleZF ⊢ (∀x, y)(∃!z)(∀e)[e ∈ z ≡ (e = x∨e = y)], na ktoru´ potom stacˇı´ uzˇ len pouzˇit’
vetu o definı´ciı´ funkcie. Na doˆkaz jednoznacˇnosti formule (∀x, y)(∃z)(∀e)[e ∈ z ≡ (e =
x∨ e = y)] stacˇı´ aplikovat’axio´m extenzionality tak, zˇe je pre kazˇde´ x a y treba preuka´zat’
(∀z1, z2)[((∀e)[e ∈ z1 ≡ (e = x ∨ e = y)] ∧ (∀e)[e ∈ z2 ≡ (e = x ∨ e = y)]) → z1 = z2].
Pouzˇitie definı´cie z = {x, y} ≡ (∀e)[e ∈ z ≡ (e = x ∨ e = y)] nie je mozˇne´ v teo´ria´ch
mnozˇı´n s triedami, pretozˇe funkcia musı´ byt’ definovana´ aj pre vlastne´ triedy, teda pre
vsˇetky objekty. Kvoˆli tomu sa uvedena´ formula upravuje na z = {X,Y } ≡ (∀e)[e ∈
z ≡ (e = X ∨ e = Y )], pricˇom musı´ byt’ splnene´, aby hodnota X,Y bola mnozˇinou pre
ake´kol’vek objekty X,Y . Z toho vyply´va, uzˇ je pre aku´kol’vek dvojicu objektov funkcia
definovana´, ked’zˇe jednoznacˇnost’ formule (∀X,Y )(∃!z)(∀e)[e ∈ z ≡ (e = X ∨ e = Y )]
je doˆsledkom axio´mu extenzionality a axio´mu dvojice. Axio´m dvojice sa sı´ce zaobera´
len mnozˇinami, ale v konkre´tnom prı´pade toto obmedzenie nie je na u´kor vsˇeobecnosti,
ked’zˇe pozˇadujeme, aby prvkomdvojice {X,Y } bola triedaX a/alebo trieda Y , pra´ve ked’
je mnozˇinou. Ked’zˇe je v teo´riı´ GB doka´zatel’na´ formula ¬(∀X, y)(X ∈ {X, y}), pri pouzˇitı´
takto definovanej funkcie musı´me dbat’ na zvy´sˇenu´ opatrnost’. Na´lezˇanie do dvojice je
doka´zatel’ne´ iba pre mnozˇiny, naprı´klad GB ⊢ (∀x, Y )(x ∈ {x, Y }).
Usporiadana´ dvojica je v ZF definovana´ formulou z = ⟨x, y⟩ ≡ z = {{x}, {x, y}} a v
GBaKMteo´ria´chmnozˇı´nZ = ⟨X,Y ⟩ ≡ Z = {{X}, {X,Y }}, pricˇom {x} a {X} je skra´tena´
forma {x, x} a {X,X}. Formula ⟨x1, y1⟩ = ⟨x2, y2⟩ → (x1 = x2 ∧ y1 = y2) je doka´zatel’na´
v ZF teo´riı´, ale musı´me da´vat’pozor v teo´ria´ch mnozˇı´n pracuju´cimi s triedami, pretozˇe
formula vypovedaju´ca aj o vlastny´ch triedach ⟨X1, Y1⟩ = ⟨X2, Y2⟩ → (X1 = X2∧Y1 = Y2)
uzˇ nie je doka´zatel’na´ ani v KM, ked’zˇe je ⟨X1, Y1⟩ = {∅} = ⟨X2, Y2⟩ pre ake´kol’vek vlastne´
triedy X1, X2, Y1, Y2.
Usporiadana´ k-tica (k > 2) je v ZF definovana´ formulou z = ⟨x1, x2, ..., xk⟩ ≡ z =
⟨x1⟨x2, ..., xk⟩⟩ a v GB a KM formulou Z = ⟨X1, X2, ..., Xk⟩ ≡ Z = ⟨X1⟨X2, ..., Xk⟩⟩. Ak
k = 1 v ZF platı´ z = ⟨x⟩ ≡ z = x a v teo´ria´ch s triedami Z = ⟨X⟩ ≡ Z = X .
Ak je rela´cia r na mnozˇine m reflexı´vna, tranzitı´vna a slabo antisymetricka´ (ak ⟨x, y⟩
aj ⟨y, x⟩ su´ prvkami, tak platı´ x = y), tak je usporiadanı´m. Ak v takejto mnozˇine m ma´
kazˇda´ jej nepra´zdna podmnozˇina najmensˇı´ prvok, tak je toto usporiadanie dobre´.
Dve mnozˇiny (triedy) x, y nazy´vame izomorfny´mi vzhl’adom k rela´cia´m r, s, ak exis-
tuje prosta´ funkcia f , pre ktoru´ platı´ Dom(f) = x ∧ Rng(f) = y ∧ (∀e1, e2 ∈ x)(⟨e1, e2⟩ ∈
r ≡ ⟨f(e1), f(e2)⟩ ∈ s). Taku´to funkciunazy´vame izomorfizmus. SymbolDom(f)definuje
funkciu definicˇne´ho oboru, vsˇeobecny´ za´pis je z = Dom(x) ≡ (∀e)[e ∈ z ≡ (∃y)(⟨y, e⟩ ∈
x)], kde z reprezentuje mnozˇinovu´ premennu´ a symbol Rng zastupuje funkciu oboru
hodnoˆt definovanu´ z = Rng(x) ≡ (∀e)[e ∈ z ≡ (∃y)(⟨e, y⟩ ∈ x)]
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Stanovme, zˇe mnozˇinam je rela´ciou r usporiadana´ ty´m isty´m typom, ako mnozˇina n
rela´ciou s, ak su´ relacˇne´ sˇtruktu´ry ⟨m, r⟩, ⟨n, s⟩ izomorfne´. Typ usporiadania rmnozˇinym
je teda definovany´ len samotny´m usporiadanı´m, nie je ovplyvneny´ prvkami mnozˇinym
a vzt’ahmimedzi nimi, okrem vzt’ahu definovane´ho rela´ciou r. Ak extrahujeme z dobre´ho
usporiadania nejakej mnozˇiny samotny´ typ tohto usporiadania, tak tento typ reprezentu-
jeme ako ordina´lne cˇı´slo. Pomocou axio´muOrd(x) ≡ (∀e1, e2 ∈ x)[e1 ⊆ x∧(e1 ∈ e2∨e1 =
e2 ∨ e2 ∈ e1)] sa v ZF teo´riı´ mnozˇı´n definuje una´rny predika´t „byt’ordina´lnym cˇı´slom“
(Ord). Symbolom On je oznacˇena´ trieda ordina´lnych cˇı´sel. Prijı´mame axio´m, ktory´ defi-
nuje novy´ druh premenny´ch tvaru (∃α)(α = x) ≡ Ord(x), ked’zˇe premenne´ α, β, γ budu´
precha´dzat’ordina´lne cˇı´sla.
Rela´ciou ∈ je dobre usporiadany´ syste´m ordina´lnych cˇı´sel, ked’zˇe platı´ (∀x)([(∃e)(e ∈
x) ∧ (∀e ∈ x)Ord(e)]→ (∃e ∈ x)(∀z ∈ x)(z ̸∈ e)). Pre kazˇde´ ordina´lne cˇı´slo α je mnozˇina
α ∪ {α} nasledovnı´kom cˇı´sla α. Dosiahneme to aplika´ciou definı´cie ordina´lneho cˇı´sla,
teda Ord(α ∪ {α}) ∧ ¬(∃y)(α ∈ y ∈ α ∪ {α}). Oznacˇenie α + 1 oznacˇuje nasledovnı´ka
ordina´lneho cˇı´sla α, pricˇom na´slednı´ka ∅, teda mnozˇinu {∅} oznacˇuje 1.
Mnozˇina x, ktora´ je dobre usporiadana´ usporiadanı´m ≤, tak je vzhl’adom k uspo-
riadaniu ≤ a ∈ izomorfna´ pra´ve jedne´mu ordina´lnemu cˇı´slu. Ak neexistuje vza´jomne
jednoznacˇne´ zobrazenie ordina´lneho cˇı´sla α na nejake´ β ∈ α, nazy´va sa toto ordina´lne
cˇı´slokardina´lnym. Pre kazˇdu´mnozˇinux, ktoru´ jemozˇne´ dobre usporiadat’, existuje pra´ve
jednokardina´lne cˇı´slo k, pricˇomplatı´, zˇe existuje vza´jomne jednoznacˇne´ zobrazeniexna k.
Potomsa toto kardina´lne cˇı´slo k nazy´vamohutnost’oumnozˇinyx. Definujme, zˇe funkcie+ a
.prirad’uju´ ordina´lny su´cˇet a su´cˇin ordina´lnym cˇı´slamakonsˇtantu∅ ostatny´mmnozˇina´m.
Potom α+β je to jedine´ ordina´lne cˇı´slo, ktore´ je mnozˇine ({∅}×α)∪ ({1}×β) vzhl’adom
k usporiadaniu ∈ a lexikograficke´mu usporiadaniu dvojı´c vzniknuty´ch z usporiadania ∈,
izomorfne´. Taktiezˇ α.β je to jedine´ ordina´lne cˇı´slo, ktore´ je mnozˇine β × α vzhl’adom k
usporiadaniu ∈ a lexikograficke´mu usporiadaniu dvojı´c vzniknuty´ch z usporiadania ∈,
izomorfne´. Prirodzene´ cˇı´sla moˆzˇeme v ZF a GB teo´riı´ definovat’ ako tie ordina´lne cˇı´sla,
ktore´ su´ konecˇny´mi mnozˇinami. Oznacˇenı´m m,n, ... budeme znacˇit’ takto zı´skany´ novy´
druh premenny´ch, ktore´ pridanı´m axio´mu (∃m)(x = m) ≡ [Ord(x) ∧ Fin(x)] zı´skame.
Una´rny predika´t Fin(x) znacˇı´ vlastnost’„byt’konecˇnou triedou“ a je definovany´ formu-
lou Fin(X) ≡ (∀y ⊆ P (X))(y ̸= ∅ → (∃z)[z ∈ y ∧ (∀e ∈ y)¬(z ⊆ e ∧ z ̸= e)]), pricˇom P
symbolizuje potenciu triedy, ktora´ je definovana´ Z = P (X) ≡ (∀e)[e ∈ Z ≡ (∀y)(y ∈ e→
y ∈ X)].
Spl´nˇanie v sˇtruktu´re U v jazyku teo´rie mnozˇı´n vo vsˇeobecnosti tvoria mnozˇiny U a
R. R je mnozˇina niektory´ch usporiadany´ch dvojı´c prvkov, pricˇom je ta´to dvojica prvkom
mnozˇinyU , takzˇe jeR rela´ciou namnozˇineU .MnozˇinuU nazy´vameuniverzom sˇtruktu´ry
a jej prvky su´ individua´. Ohodnotenie v sˇtruktu´re U je konecˇne´ zobrazenie, ktore´ prira-
d’uje niektory´m premenny´m prvky univerza U . Ohodnotenie definujeme ako e(x →−→ a),
ak je e ohodnotenie v sˇtruktu´re U a a je individuum, cˇizˇe je to funkcia, ktora´ na vsˇetky´ch
premenny´ch okrem x nadobu´da rovnake´ hodnoty, ako e a pre premennu´ x nadobu´da
hodnotu a. Naprı´klad znacˇenie x1 →−→ a1, ..., xk →−→ ak (=e(x1 →−→ a1, ..., xk →−→ ak),
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kde e je pra´zdnou funkciou) reprezentuje ohodnotenie, ktore´ po rade prirad’uje premen-
ny´m x1, ..., xk individua´ a1, ..., ak. Definujme, zˇe U je sˇtruktu´ra v jazyku teo´rie mnozˇı´n,
formulou tohto jazyka je α a e je ohodnotenie v U , ktore´ je zadefinovane´ vo formuli α
na mnozˇine vsˇetky´ch jej vol’ny´ch premenny´ch. Ak je e definovane´ pre vsˇetky premenne´
potrebne´ v za´pisoch na pravy´ch strana´ch nasleduju´cich ekvivalenciı´, indukciou podl’a
zlozˇitosti formule α zadefinujeme terna´rny vzt’ah U |= α[e] nasledovne:
• U |= (x = n)[e] ≡ e(x) = e(n)
(rovnost’v sˇtruktu´re je faktickou rovnost’ou)
• U |= (x ∈ n)[e] ≡ ⟨e(x), e(n)⟩ ∈ R
(x ∈ n su´ vol’ne´ premenne´ x a n, pricˇom je pre tieto argumenty e definovane´;
hodnoty e(x) a e(n) su´ individua´ sˇtruktu´ry U )
• U |= (¬β)[e] ≡ neexistuje U |= β[e]
• U |= (β ∧ γ)[e] ≡ (U |= β[e] ∧ U |= γ[e])
• U |= ((∃x)α)[e] ≡ existuje take´ a ∈ U individuum, zˇe U |= α[e(x →−→ a)]
Formulaα je pri ohodnotenı´ e pravdiva´ v sˇtruktu´reU tvrdı´me, ak platı´ za´pisU |= α[e].
Ak pri kazˇdom ohodnotenı´ v sˇtruktu´re U je α pravdiva´, tak tvrdı´me, zˇe je formula α
splnena´ v sˇtruktu´reU a zapisujemeU |= α. Ak je v takejto sˇtruktu´re splneny´ kazˇdy´ axio´m
nejakej teo´rie T , tak je ta´to sˇtruktu´ramodelom teo´rie T . Kazˇda´ sˇtruktu´ra, v ktorej je absencia
mimologicky´ch axio´mov, jemodelom teo´rie. Ak vo formuliα(x1, ..., xk) vyznacˇı´me vsˇetky
jej vol’ne´ premenne´ a ich poradie dopredu, naprı´klad formou za´pisu, tak budu´ pre kazˇdu´
sˇtruktu´ru U v jazyku teo´rie mnozˇı´n a pre ake´kol’vek jej individua´ a1, ..., ak vyjadrovat’
za´pisy U |= α[x1 →−→ a1, ..., xk →−→ ak] a U |= α[a1, ..., ak] to iste´. Pre ake´kol’vek individua´
a, b a pre konkre´tnu formulu x ∈ n v sˇtruktu´re U bude vy´znam za´pisov U |= x ∈ n[a, b] a
U |= a ∈ b totozˇny´.
Pre kazˇdu´ norma´lnu formulu Φ, ktora´ neobsahuje premennu´ Z, je bezˇny´m pridanie
novej funkcie {e˜; Φ(e/e˜)} zadefinovanı´m pomocou Z = {e˜; Φ(e/e˜)} ≡ (∀e)(e ∈ Z ≡
Φ) v teo´ria´ch mnozˇı´n GB a KM. Zadefinovanie takejto funkcie je zalozˇene´ na za´klade
extenzionality pre triedy, axio´mu existencie tried vzniknute´ho zo sche´my sˇtvrte´ho axio´mu
GBaxiomaticke´ho syste´muaplikovane´hona formuluΦ avyuzˇitı´mvetyodefinı´ciı´ funkcie.
Ked’zˇe axiomaticky´ syste´mZF teor´iemnozˇı´n obsahuje konecˇne vel’a axio´mov, jemozˇne´
tvrdit’, zˇe je rekurzı´vny. To znamena´, zˇe existuje pre taku´to teo´riu algoritmus, ktory´ o
akejkol’vek formuli doka´zˇe rozhodnu´t’, cˇi je alebo nie je axio´mom. Z druhej Go¨delovej
vety o neu´plnosti (ktora´ popisuje, zˇe ak je nejaka´ teo´ria T bezosporna´ a rekurzı´vna,
pricˇom je rozsˇı´renı´m Peanovej aritmetiky (su´ v nej doka´zatel’ne´ vsˇetky axio´my Peanovej
aritmetiky), potom formulu Con(T ), ktora´ vyjadruje neexistenciu forma´lneho doˆkazu
sporu vo forma´lnej teo´rie T , nie jemozˇne´ doka´zat’v T ) vyply´va, zˇe formulaCon(ZF ) je za
predpokladu bezospornosti teo´rie ZF nedoka´zatel’na´ v teo´riı´ ZF. Nasˇou u´lohou teda bude
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preuka´zat’, zˇe Con(ZF ) je doka´zatel’na´ v teo´riı´ KM. Uskutocˇnı´me to demonsˇtra´ciou na
konkre´tnej formuli, ktoru´ budemozˇne´ v jednej teo´riı´ doka´zat’a v druhej nie. Automaticky
tak stanovı´me silu jednotlivy´ch teo´riı´.
Ked’zˇe vo formuli Con(ZF ) predpoklada´me nielen predika´ty = a ∈, ale naprı´klad
aj pojmy „byt’ forma´lnou formulou forma´lneho jazyka“, „byt’ forma´lnym doˆkazom vo
forma´lnej teo´riı´“ alebo „byt’prirodzeny´m cˇı´slom“, nemoˆzˇeme taku´to formulu povazˇovat’
za riadnu formulu jazyka teo´rie mnozˇı´n. Ty´mito pojmami sme rozsˇı´rili nielen jazyk teo´rie
ZF, ale definı´ciami predika´tov, funkciı´ a druhov premenny´ch aj jeho axiomaticky´ syste´m.
Uzˇ vieme, zˇe konzervatı´vnym rozsˇı´renı´m teo´rie ZF je takto vzniknuta´ teo´ria ZF’, pricˇom
k formuli ψ poˆvodne´ho jazyka existuje formula rozsˇı´rene´ho jazyka ϕ. Takzˇe existuje
taka´ formula ψ jazyka teo´rie mnozˇı´n k formuli Con(ZF ), zˇe platı´ ZF ′ ⊢ Con(ZF ) ≡ ψ. V
teo´riı´ ZF’ je doka´zatel’ne´, zˇe forma´lna teo´ria ZF’ je forma´lnymkonzervatı´vnym rozsˇı´renı´m
forma´lnej teo´rie ZF, platı´ ZF ′ ⊢ Con(ZF ) ≡ Con(ZF ′).
Vlastnu´ triedu vsˇetky´ch konecˇny´ch funkciı´ oznacˇeny´ch v zobrazuju´cich cˇast’mnozˇiny
oznacˇenej V ar do univerza´lnej triedy oznacˇenej V oznacˇı´me Ev. Ak platı´ v ∈ Ev, ozna-
cˇı´me ohodnotenie, ktore´ je totozˇne´ s ohodnotenı´m v na vsˇetky´ch forma´lnych premenny´ch
okrem premennej x, kde nadobu´da hodnoty x, znakom v(x →−→ x) (kde x →−→ x symbo-
lizuje ohodnotenie, teda priradenie indivituı´ k vol’ny´m premenny´m), teda v symboloch
v  (V ar − {x}) = v(x →−→ x)  (V ar − {x}) ∧ v(x →−→ x)(x) = x. Symbol  vyjadruje
funkciu resˇtrikcie, ktora´ je vsˇeobecne definovana´ formulou Z = X  Y ≡ (∀e)[e ∈ Z ≡
(∃x, y)(e = ⟨x, y⟩ ∧ e ∈ X ∧ y ∈ Y )]. Budeme sa zaoberat’zadefinovanı´m bina´rneho pre-
dika´tu tak, aby v sˇtruktu´re, ktorej univerzom je trieda V a v nej je predika´t na´lezˇania
definovany´ fakticky´m na´lezˇanı´m, bola pri ohodnotenı´ v forma´lna formula π pravdiva´ a
bolo to vyjadrene´ formulou V |= π[v]. Ohodnotenie v je definovane´ minima´lne pre vsˇetky
vol’ne´ premenne´ formu´l na pravej strane v nasleduju´cich ekvivalencia´ch. Nasˇı´m ciel’om
je, aby platilo pre ake´kol’vek forma´lne formule π, ϱ, pre ake´kol’vek forma´lne premenne´
x, y a pre l’ubovol’ne´ ohodnotenie v platilo:
V |= x ∈ y[v] ≡ v(x) ∈ v(y); V |= x = y[v] ≡ v(x) = v(y);
V |= (π ∧ ϱ)[v] ≡ (V |= π[v] ∧ V |= ϱ[v]); V |= ¬π[v] ≡ ¬(V |= π[v]);
V |= (∃x)π[v] ≡ (∃x)(V |= π[v(x →−→ x)])
Postupne´ zadefinovanie predika´tu podl’a zlozˇitosti formule π na´m definı´cia zavede-
nia predika´tu neumozˇnˇuje, pretozˇe indukcia podl’a zlozˇitosti formule, ktorej krokmi by
boli vysˇsˇie uvedene´ zadefinovane´ pozˇiadavky na´m spra´vnost’ zadefinovania predika´tu
negarantuje. Pritomale vKM teo´riı´ je doka´zatel’na´ existencia takej rela´cieSat, zˇe zadefino-
vanı´m V |= π[v] ≡ ⟨v, π⟩ ∈ Sat zı´skame predika´t, ktory´ uzˇ bude tieto pozˇiadavky spl´nˇat’.
Spra´vnou vol’bou vlastnosti Φ doka´zˇeme existenciu takejto rela´cie Sat. Pozˇiadavou na
tu´to vlastnost’je, zˇe by jej mali vyhovovat’parcializa´cie konsˇtrukcie rela´cie Sat na triedy
forma´lnych formulı´, ktore´ su´ uzavrete´ na podformule obsahuju´ce formule tvarov x ∈ y a
x = y. Rela´ciu Sat budeme zostrojovat’v KM teo´riı´ mnozˇı´n a v GB teo´riı´ zkonsˇtruujeme
formulu Φ, ktora´ bude reprezentovana´ ako Φ(R,X) a zadefinovana´ nasledovne:
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Dom(R) ⊆ X ⊆ Form ∧Rng(R) ⊆ Ev ∧ (∀v ∈ Ev)((∀x, y ∈ V ar)([⟨v, x ∈ y⟩ ∈ R ≡
({x, y} ⊆ Dom(v) ∧ v(x) ∈ v(y))] ∧ [⟨v, x = y⟩ ∈ R ≡ ({x, y} ⊆ Dom(v) ∧ v(x) =
v(y))])∧(∀π, ϱ ∈ Form)[(π∧ϱ ∈ X → [⟨v, π∧ϱ⟩ ∈ R ≡ (⟨v, π⟩ ∈ R∧⟨v, ϱ⟩ ∈ R)])∧(¬π
∈ X → [⟨v,¬π⟩ ∈ R ≡ (⟨v, π⟩ ̸∈ R ∧ Free(π) ⊆ Dom(v))]) ∧ (∀x ∈ V ar)((∃x)π ∈
X → [⟨v, (∃x)π⟩ ∈ R ≡ (∃x)(⟨v(x →−→ x), π⟩ ∈ R)]) ∧ [(Sf(π, ϱ) ∧ ϱ ∈ X)→ π ∈ X]]),
kde Form symbolizuje mnozˇinu forma´lnych formulı´, Free(π) znacˇı´ mnozˇinu forma´l-
nych vol’ny´ch premenny´ch forma´lnej formule π a Sf je bina´rnym predika´tom, pricˇom
formula Sf(π, ϱ) vyjadruje, zˇe forma´lna formula π je forma´lnou podformulou formule ϱ.
Medzi formulou (∃x)π a pra´ve ty´mi ohodnoteniami v, pre ktore´ existuje ohodnote-
nie, ktore´ je vo vzt’ahu s π a je zhodne´ s v vsˇade mozˇno okrem forma´lnej premennej
x, vytvorı´me vzt’ah. Tento krok bude symbolizovat’ existencˇnu´ kvantifika´ciu. Inklu´zia
Free(π) ⊆ Dom(v) v zadefinovanı´ formule Φ je zarucˇena´ len pre tie formule π, ktore´
su´ za´kladny´mi formulami alebo nega´ciami. Nasleduju´cu implika´ciu (Φ(R,X) ∧ ⟨v, π⟩ ∈
R) → Free(π) ⊆ Dom(v) doka´zˇeme pre l’ubovol’nu´ formulu π a kazˇde´ v ∈ Ev induk-
ciou. Zˇiadane´ vlastnosti formule Φ musı´me rozsˇı´rı´t’ vhodny´m spoˆsobom, ak cha´peme
ako samostatne´ opera´cie ekvivalenciu, univerza´lnu kvantifika´ciu, implika´ciu a disjunk-
ciu. To znamena´, zˇe ak ich cha´peme ako skratky forma´lnych formulı´ interpretovany´ch
iba konjunkciou, nega´ciou a existencˇnou kvantifika´ciou. Ak predpoklada´me Φ(R,X) a
ak su´ prvkami triedy X spomı´nane´ formule, zı´skame nasleduju´ce vzt’ahy:
⟨v, π → ϱ⟩ ∈ R ≡ ⟨v,¬(π ∧ ¬ϱ)⟩ ∈ R
⟨v, π → ϱ⟩ ∈ R ≡ [¬(⟨v, π⟩ ∈ R ∧ ⟨v, ϱ⟩ ̸∈ R) ∧ Free(π ∧ ¬ϱ) ⊆ Dom(v)]
⟨v, π → ϱ⟩ ∈ R ≡ [(⟨v, π⟩ ∈ R→ ⟨v, ϱ⟩ ∈ R) ∧ Free(π → ϱ) ⊆ Dom(v)]
⟨v, π ∨ ϱ⟩ ∈ R ≡ ⟨v,¬(¬π ∧ ¬ϱ)⟩ ∈ R
⟨v, π ∨ ϱ⟩ ∈ R ≡ [¬(⟨v, π⟩ ̸∈ R ∧ ⟨v, ϱ⟩ ̸∈ R) ∧ Free(¬π ∧ ¬ϱ) ⊆ Dom(v)]
⟨v, π ∨ ϱ⟩ ∈ R ≡ [(⟨v, π⟩ ∈ R ∨ ⟨v, π⟩ ∈ R) ∧ Free(π ∨ ϱ) ⊆ Dom(v)]
⟨v, π ≡ ϱ⟩ ∈ R ≡ (⟨v, (π → ϱ) ∧ (ϱ→ π)⟩ ∈ R)
⟨v, π ≡ ϱ⟩ ∈ R ≡ [(⟨v, π⟩ ∈ R ≡ ⟨v, ϱ⟩ ∈ R) ∧ Free(π ≡ ϱ) ⊆ Dom(v)]
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⟨v, (∀x)π⟩ ∈ R ≡ ⟨v,¬(∃x)¬π⟩ ∈ R
⟨v, (∀x)π⟩ ∈ R ≡ [¬(∃x)(⟨v(x →−→ x),¬π⟩ ∈ R) ∧ Free((∃x)¬π) ⊆ Dom(v)]
⟨v, (∀x)π⟩ ∈ R ≡ [(∀x)(⟨v(x →−→ x), π⟩ ∈ R)]
Platı´ vzt’ah Φ(R,X) → Φ(R  Y, Y ), ak platı´, zˇe je trieda Y ⊆ X uzavreta´ na podfor-
mule a obsahuje atomicke´ formule.
Veˇta 5.1 Ak v GB teo´riı´ mnozˇı´n uvazˇujeme Φ(R,X) ∧ Φ(S,X), vyply´va z toho R = S.
Du˚kaz. Toto tvrdenie doka´zˇeme indukciou. Ty´m, zˇe ko´d podpostupnosti je pri bezˇnom
usporiadanı´ prirodzeny´ch cˇı´sel mensˇı´, ako ko´d postupnosti, je mozˇne´ zkonsˇtruovat’ko´-
dovanie konecˇny´ch postupnostı´ prirodzeny´ch cˇı´sel. Z toho vyply´va, zˇe ko´d podformule,
je mensˇı´, ako ko´d formule. {π ∈ X; (∃v ∈ Ev)¬(⟨v, π⟩ ∈ R ≡ ⟨v, π⟩ ∈ S)} je existuju´cou
triedou a je aj mnozˇinou. Platı´, zˇe by bolo mozˇne´ fixovat’jej najmensˇı´ prvok π, ak by bola
nepra´zdna. π je v takom prı´pade existencˇnou kvantifika´ciou alebo forma´lnou konjunk-
ciou alebo nega´ciou nejakej svojej forma´lnej podformule/podformulı´. Prvkom triedy X
je kazˇda´ podformula ϱ formule π. Inklu´zia Free(π) ⊆ Dom(v) nie je za´visla´ na rela´cia´ch
R,S, takzˇe pre taku´to podformulu ϱ platı´ ⟨v, π⟩ ∈ R ≡ ⟨v, π⟩ ∈ S.
Hodnoty ohodnotenia v na vol’ny´ch premenny´ch forma´lnej formule π rozhoduju´ o
tom, cˇi je prvkomRdvojica ⟨v, π⟩. Pouzˇijemena to indukciu.Ak su´ v1, v2 dve ohodnotenia,
potom platı´ (1) [Φ(R,X) ∧ π ∈ X ∧ (∀x ∈ Free(π))(v1(x) = v2(x))] → (⟨v1, π⟩ ∈ R ≡
⟨v2, π⟩ ∈ R). V nasleduju´cej vete je tvrdene´, zˇe ak jemozˇne´ rela´ciu splnˇovania zadefinovat’
pre formule π, ϱ, tak je aj pre formule π ∧ ϱ a ¬π mozˇne´ tu´to rela´ciu zadefinovat’taktiezˇ.
A pri predpoklade, zˇe x je forma´lnou premennou, aj pre formulu (∃x)π.
Veˇta 5.2 Ak platı´ π ∈ X ∧Φ(R,X), ϱ ∈ Y ∧Φ(S, Y ) a ak je x forma´lna premenna´, tak existuje
Q,Z take´, zˇe platı´ X ∪ Y ⊆ Z ∧ π ∧ ϱ ∈ Z ∧ ¬π ∈ Z ∧ (∃x)π ∈ Z ∧ Φ(Q,Z).
Du˚kaz. Pre urcˇene´ triedy R,S,X, Y v GB teo´riı´ definujeme
Z = X ∪ Y ∪ {π ∧ ϱ} ∪ {¬π} ∪ {(∃x)π}
Q = R∪S∪{⟨v, π∧ϱ⟩; ⟨v, π⟩ ∈ R∧⟨v, ϱ⟩ ∈ S}∪{⟨v,¬π⟩; v ∈ Ev∧⟨v, π⟩ ̸∈ R∧Free(π) ⊆
Dom(v)} ∪ {⟨v, (∃x)π⟩; (∃x)(⟨v(x →−→ x), π⟩ ∈ R)}
Ked’zˇe platı´ π ∈ X ∧ ϱ ∈ Y , tak je trieda Z uzavreta´ na podformule svojı´ch prv-
kov. V doˆsledku predcha´dzaju´ceho doˆkazu zı´skame Φ(Q,Z) pomocou overenia definı´cie
formule Φ.
Veˇta 5.3 V GB teo´riı´ je doka´zatel’ne´ (Φ(R,X) ∧ ϕ ∈ X) → (∀v ∈ Ev)(ϕ(x1, ..., xn) ≡
⟨v(x1 →−→ x1, ..., xn →−→ xn), ϕ⟩ ∈ R) pre kazˇdu´ mnozˇinovu´ formulu ϕ(x1, ..., xn).
Du˚kaz. Pri predpoklade Φ(R,X) zı´skame indukciou podl’a zlozˇitosti formule ϕ a pomo-
cou definı´c za´kladne´ formule:
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x ∈ y ≡ ⟨v(x →−→ x, y →−→ y), x ∈ y⟩ ∈ R ≡ v(x →−→ x, y →−→ y)(x) ∈ v(x →−→ x, y →−→
y)(y)
x = y ≡ ⟨v(x →−→ x, y →−→ y), x = y⟩ ∈ R ≡ v(x →−→ x, y →−→ y)(x) = v(x →−→ x, y →−→
y)(y)
Budeme predpokladat’ Φ(R,X) ∧ ϕ ∧ ψ ∈ X a pricˇom ako dve mnozˇinove´ for-
mule zadefinujeme ϕ(x1, ..., xn) a ψ(y1, ..., ym). Potom platı´ ϕ ∈ X ∧ ψ ∈ X . Premenne´,
ktore´ su´ v postupnosti y1, ..., ym a su´cˇastne nie su´ v postupnosti x1, ..., xn, oznacˇı´me
ako y′1, ..., y′m′ . Potom su´ vsˇetky vol’ne´ premenne´ formule ϕ ∧ ψ medzi premenny´mi
x1, ..., xn, y
′
1, ..., y
′
m′ a podl’a indukcˇne´ho predpokladu platı´ (ϕ∧ψ)(x1, ..., xn, y′1, ..., y′m′) ≡
(⟨v(x1 →−→ x1, ..., xn →−→ xn, y′1 →−→ y′1, ..., y′m′ →−→ y′m′), ϕ⟩ ∈ R ∧ ⟨v(x1 →−→ x1, ..., xn →−→
xn, y
′
1 →−→ y′1, ..., y′m′ →−→ y′m′), ψ⟩ ∈ R).
Ak doka´zˇeme ⟨v(x1 →−→ x1, ..., xn →−→ xn, y′1 →−→ y′1, ..., y′m′ →−→ y′m′), ϕ⟩ ∈ R ≡
⟨v(x1 →−→ x1, ..., xn →−→ xn), ϕ⟩ ∈ R, takmer dokoncˇı´me dokazovanie sku´mane´ho in-
dukcˇne´ho kroku. Forma´lne premenne´ y′1, ..., y′m′ nie su´ forma´lnymi vol’ny´mi premenny´mi
forma´lnej formule ϕ, ked’zˇe premenne´ y′1, ..., y′m′ nie su´ vol’ny´mi premenny´mi formule ϕ,
takzˇe stacˇı´ pouzˇit’vzt’ah (1) uvedeny´ v doˆkaze Vety 1.
Rovnaky´ postup uplatnı´me aj pre formulu ψ: Ak platı´ Φ(R,X) ∧ ¬ϕ ∈ X , tak ϕ ∈ X ,
tak na´m indukcˇny´ predpoklad zaistı´ ¬ϕ(x1, ..., xn) ≡ ¬⟨v(x1 →−→ x1, ..., xn →−→ xn), ϕ⟩ ∈
R ≡ ⟨v(x1 →−→ x1, ..., xn →−→ xn),¬ϕ⟩ ∈ R. Predpokladajme Φ(R,X) ∧ (∃x)ϕ ∈ X ,
pricˇom ϕ(x, x1, ..., xn) je l’ubovol’na´ formula definuju´ca mnozˇinu. Potom platı´ ϕ ∈ X a
pre vsˇetky roˆzne premenne´ x, x1, ..., xn a pre kazˇde´ ohodnotenie v platı´ v(x →−→ x, x1 →−→
x1, ..., xn →−→ xn) = (v(x1 →−→ x1, ..., xn →−→ xn))(x →−→ x). Podl’a indukcˇne´ho pred-
pokladu z toho vyply´va (∃x)ϕ ≡ (∃x)(⟨v(x →−→ x, x1 →−→ x1, ..., xn →−→ xn), ϕ⟩ ∈
R) ≡ (∃x)(⟨(v(x1 →−→ x1, ..., xn →−→ xn))(x →−→ x), ϕ⟩ ∈ R) ≡ ⟨v(x1 →−→ x1, ..., xn →−→
xn), (∃x)ϕ⟩ ∈ R.
Veˇta 5.4 Pre kazˇde´ triedy R,X take´, zˇe platı´ Φ(R,X) ∧ π ∈ X , pre kazˇdu´ forma´lnu formulu π
jazyka teo´rie mnozˇı´n, ktora´ je v tvare axio´mu logicke´ho kalkulu alebo axio´muZF teo´rie mnozˇı´n a pre
kazˇde´ ohodnotenie v, ktore´ je definovane´ na vsˇetky´ch forma´lnych vol’ny´ch premenny´ch forma´lnej
formule π je v GB teo´riı´ mnozˇı´n ⟨v, π⟩ ∈ R.
Du˚kaz. Nasˇou povinnost’ou bude preuka´zat’uvedene´ tvrdenie pre kazˇdy´ axio´m samo-
statne, pricˇom jednotlive´ u´vahy pouzˇijeme na doka´zanie tvrdenı´ o forma´lnych formula´ch
v neformalizovanej forme. Konkre´tne pouzˇijeme naprı´klad axio´m predika´tove´ho pocˇtu
typuα→ (β → α)pri sku´manı´ forma´lnej formuleπ → (ϱ→ π), pricˇomzaα zadefinujeme
⟨v, π⟩ ∈ R a ⟨v, ϱ⟩ ∈ R za β. Predpokladajme Φ(R,X). Nech je na vsˇetky´ch forma´lnych
vol’ny´ch premenny´ch uvazˇovany´ch formulı´ definovane´ v ∈ Ev a nech prvkami triedy X
su´ vsˇetky uvazˇovane´ forma´lne formule.
Potom platı´:
⟨v, π → (ϱ→ π)⟩ ∈ R ≡ [⟨v, π⟩ ∈ R→ (⟨v, ϱ⟩ ∈ R→ ⟨v, π⟩ ∈ R)],
⟨v, [π → (ϱ → σ)] → [(π → ϱ) → (π → σ)]⟩ ∈ R ≡ ([⟨v, π⟩ ∈ R → (⟨v, ϱ⟩ ∈ R →
⟨v, σ⟩ ∈ R)]→ [(⟨v, π⟩ ∈ R→ ⟨v, ϱ⟩ ∈ R)→ (⟨v, π⟩ ∈ R→ ⟨v, σ⟩ ∈ R)]),
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⟨v, (¬π → ¬ϱ)→ (ϱ→ π)⟩ ∈ R ≡ [(⟨v, π⟩ ̸∈ R→ ⟨v, ϱ⟩ ̸∈ R)→ (⟨v, ϱ⟩ ∈ R→ ⟨v, π⟩ ∈
R)].
Budeme uvazˇovat’, zˇe forma´lnu premennu´ y je do π mozˇne´ forma´lne substituovat’za
forma´lnu premennu´ x. Potom pre S, ktore´ splnˇuje Φ(S,X) ∧ π ∈ X ∧ π(x/y) ∈ X platı´
(2) ⟨v, π(x/y)⟩ ∈ S ≡ ⟨v(x →−→ v(y)), π⟩ ∈ S, pricˇom uvedene´ tvrdenie na´jde uplatnenie
pri sku´manı´ forma´lnych axio´mov sˇpecifika´cie a doka´zˇeme ho indukciou podl’a zlozˇitosti
forma´lnej formule π. Pre forma´lnu premennu´ z, ktora´ je bud’ rovna´ alebo rozdielna od y,
platia nasleduju´ce vzt’ahy:
⟨v, (x = z)(x/y)⟩ ∈ S ⇔ v(y) = v(z)⇔ ⟨v(x →−→ v(y)), x = z⟩ ∈ S
⟨v, (z = x)(x/y)⟩ ∈ S ⇔ v(z) = v(y)⇔ ⟨v(x →−→ v(y)), z = x⟩ ∈ S
⟨v, (x ∈ z)(x/y)⟩ ∈ S ⇔ v(y) ∈ v(z)⇔ ⟨v(x →−→ v(y)), x ∈ z⟩ ∈ S
⟨v, (z ∈ x)(x/y)⟩ ∈ S ⇔ v(z) ∈ v(y)⇔ ⟨v(x →−→ v(y)), z ∈ x⟩ ∈ S
Na´sledne sa budeme zaoberat’ indukcˇny´m krokom pre konjunkciu a nega´ciu. Pred-
stavme si forma´lnu formulu (∃z)ϱ, ktorej uva´zˇenie je mozˇne´ v troch prı´padoch. Prve´ dva
prı´pady rozoberieme len s pomocou definı´cie Φ.
• Na zacˇiatok budeme predpokladat’, zˇe forma´lna premenna´ x je totozˇna´ s forma´lnou
premennou z. Je ocˇividne´, zˇe predpokladana´ forma´lna formula (∃z)ϱ je identicka´
s forma´lnou formulou [(∃x)ϱ](x/y), ked’zˇe pri substitu´ciı´ sa nahra´dzaju´ len vol’ne´
vy´skyty premennej a za´rovenˇ platı´ ⟨v, (∃z)ϱ⟩ ∈ S ≡ ⟨v(x →−→ v(y)), (∃z)ϱ⟩ ∈ S, lebo
iba ohodnotenie forma´lnych premenny´ch maju´cich vo forma´lnej formuli π vol’ne´
vy´skyty rozhoduje o platnosti forma´lnej formule ⟨v, π⟩ ∈ S, ako je to zadefinovane´
vo formuli (1) v doˆkaze Vety 1.
• Teraz su´stred’me nasˇu pozornost’na forma´lnu formulu (∃y)ϱ. Kvoˆli substituovatel’-
nosti nesmiemat’ϱvol’ne´ vy´skyty forma´lnej premennejx. Z tohodoˆvodu je forma´lna
formula (∃y)ϱ opa¨t’totozˇna´ s forma´lnou formulou [(∃y)ϱ](x/y) a taktiezˇ opa¨t’platı´
⟨v, (∃y)ϱ⟩ ∈ S ≡ ⟨v(x →−→ v(y)), (∃y)ϱ⟩ ∈ S.
• V poslednom prı´pade budeme musiet’ vyuzˇit’ indukcˇne´ho predpokladu pre for-
ma´lnu formulu ϱ a pre ohodnotenie v(z →−→ z), kedy je forma´lna premenna´ z roˆzna
od y ix. Pre l’ubovol’ne´x, y si pretopredstavme, zˇe ohodnotenie [v(z →−→ z)](x →−→ x)
je zhodne´ s ohodnotenı´m [v(x →−→ x)](z →−→ z). Takzˇe platı´:
⟨v, (∃z)ϱ(x/y)⟩ ∈ S ≡
(∃z)(⟨v(z →−→ z), ϱ(x/y)⟩ ∈ S) ≡
(∃z)(⟨[v(z →−→ z)](x →−→ v(y)), ϱ⟩ ∈ S) ≡
(∃z)(⟨[v(x →−→ v(y))](z →−→ z), ϱ⟩ ∈ S) ≡
⟨v(x →−→ v(y)), (∃z)ϱ⟩ ∈ S.
Napreuka´zanie tvrdenı´ o forma´lnychprı´padoch sche´my sˇpecifika´ciepouzˇijeme sche´mu
sˇpecifika´cie z axio´mov logicke´ho kalkulu. Predpokladali sme, zˇe forma´lna premenna´ y je
forma´lne substituovatel’na´ do π za forma´lnu premennu´ x.
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Z tohtopra´vedoka´zane´hovzt’ahudosta´vame ⟨v, (∀x)π → π(x/y)⟩ ∈ R ≡ [⟨v, (∀x)π⟩ ∈
R → ⟨v, π(x/y)⟩ ∈ R] ≡ [(∀x)(⟨v(x →−→ x), π⟩ ∈ R) → ⟨v(x →−→ v(y)), π⟩ ∈ R]. Sche´mu
sˇpecifika´cie stacˇı´ sku´mat’ len pre prı´pad nahra´dzania premennej premennou, ked’zˇe nie
je v jazyku teo´rie mnozˇı´n ako za´kladny´ symbol zˇiadna funkcia ani konsˇtanta.
Uvazˇujme, zˇe forma´lna premenna´xnie je vol’na´ vo forma´lnej formuliπ pri vysˇetrovanı´
forma´lnych axio´mov distribu´cie. Potom platı´ ⟨v, (∀x)(π → ϱ) → (π → (∀x)ϱ)⟩ ∈ R ≡
((∀x)[⟨v(x →−→ x), π⟩ ∈ R → ⟨v(x →−→ x), ϱ⟩ ∈ R] → [⟨v, π⟩ ∈ R → (∀x)(⟨v(x →−→ x), ϱ⟩ ∈
R)]). Uzˇ si len uvedomme, zˇe na za´klade platnosti ⟨v(x →−→ x), π⟩ ∈ R ≡ ⟨v, π⟩ ∈ R, ktorej
za´kladom je predpoklad, zˇe x nie je v π vol’nou premennou a na za´klade vyuzˇitia axio´mu
distribu´cie z logicke´ho kalkulu, vyhovuje ake´kol’vek ohodnotenie druhej formuli.
Zjednodusˇenie axio´mov rovnosti ponu´ka axio´m extenzionality, takzˇe umozˇnˇuje pozˇa-
dovat’iba formulu x = y ∧ x ∈ z) → y ∈ z. Stanovme preto ϕ bud’ ako hociktory´ axio´m
ZF teo´rie mnozˇı´n okrem niektore´ho z axio´mov nahradenia alebo ako uza´ver spomenutej
formule x = y ∧ x ∈ z)→ y ∈ z. Potom platı´ pre l’ubovol’ne´ ohodnotenie v podl’a Vety 1:
(Φ(R,X)∧ϕ ∈ X)→ (ϕ ≡ ⟨v, ϕ⟩ ∈ R). Tvrdenie Vety 4 stacˇı´ doka´zat’uzˇ len pre forma´lne
axio´my, ktore´ su´ v tvare sche´my nahradenia, ked’zˇe formaliza´ciami axio´mov ZF teo´rie su´
vsˇetky prı´slusˇne´ forma´lne axio´my formaliza´cie ZF teo´rie bez sche´my nahradenia.
Na formaliza´cie prı´padov sche´my nahradenia sa pri sku´manı´ sche´my nahradenia
nemoˆzˇemeobmedzit’, pretozˇemusı´medoka´zat’nasˇe tvrdeniaprevsˇetky forma´lne formule
tvaru sche´my nahradenia. Zˇe formaliza´ciou niektorej metamatematickej formule je kazˇda´
forma´lna formula, na´m nicˇ nezarucˇuje. Akokol’vek, pre kazˇde´ ohodnotenie v a pre kazˇde´
x na´m z predpokladu ⟨v(x →−→ x), (∀y, e, e′)[(π ∧ π(e/e′) ∧ y ∈ x) → e = e′]⟩ ∈ R
a formule ekvivalencie (2) vyply´va, zˇe v zmysle teo´rie mnozˇı´n je nasleduju´ca trieda
funkciou: F = {⟨e, y⟩; ⟨v(x →−→ x, y →−→ y, e →−→ e), π ∧ y ∈ x⟩ ∈ R}. Pre myslene´ x je
trieda F ′′xmnozˇinou kvoˆli doˆsledku axio´mu nahradenia GB teo´rie mnozˇı´n, pricˇom platı´
formula (∀e)[e ∈ F ′′x ≡ (∃y)(y ∈ x∧⟨e, y⟩ ∈ F )], z ktorej vyply´va, zˇe vo forma´lnej formuli
π forma´lna premenna´ z nie je vol’na´: (∀e)(v(x →−→ x, z →−→ F ′′x, e →−→ e)(e) ∈ v(x →−→
x, z →−→ F ′′x, e →−→ e)(z) ≡ (∃y)[v(x →−→ x, y →−→ y, e →−→ e)(y) ∈ v(x →−→ x, y →−→
y, e →−→ e)(x) ∧ ⟨v(x →−→ x, y →−→ y, e →−→ e), π⟩ ∈ R]). Z uvedene´ho vyply´va
⟨v(x →−→ x), (∃z)(∀e)[e ∈ z ≡ (∃y)(y ∈ x ∧ π)]⟩ ∈ R,
cˇı´m sme demonsˇtrovali tvrdeny´ vzt’ah ⟨v(x →−→ x), (∀y, e, e′)[(π ∧ π(e/e′) ∧ y ∈ x) →
e = e′]⟩ ∈ R→ ⟨v(x →−→ x), (∃z)(∀e)[e ∈ z ≡ (∃y)(y ∈ x ∧ π)]⟩ ∈ R.
Doˆkazy predcha´dzaju´cich dvoch tvrdenı´ na´m posu´zˇia v doˆkaze Vety 5, kde budeme
demonsˇtrovat’, zˇe v nasˇej sˇtruktu´re pri kazˇdom ohodnotenı´, ktore´ho definicˇny´ obor obsa-
huje forma´lne vol’ne´ premenne´ uvazˇovanej forma´lnej formule, je kazˇda´ forma´lna formula
forma´lne doka´zatel’na´ v ZF teo´riı´, pravdiva´.
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Veˇta 5.5 Pre kazˇde´ ohodnotenie, ktore´ je definovane´ na vsˇetky´ch forma´lnych vol’ny´ch premenny´ch
forma´lnej formule π, platı´ v teo´riı´ GB vzt’ah ⟨v, π⟩ ∈ R akΦ(R,X) a ak je π forma´lne doka´zatel’na´
vo forma´lnej ZF teo´riı´ forma´lnym doˆkazom, ktore´ho vsˇetky forma´lne formule su´ prvkami triedyX .
Du˚kaz. Stacˇı´ uzˇ len doka´zat’spra´vnost’forma´lnych odvodzovacı´ch pravidiel, pretozˇe sme
uzˇ v teo´riı´ GB doka´zali tvrdenia pre vsˇetky forma´lne axio´my ZF teo´rie a vsˇetky forma´lne
axio´my logicke´ho kalkulu. Za nasˇich predpokladov indukcie podl’a dl´zˇky forma´lneho
doˆkazu vo forma´lnej teo´riı´ ZF, demonsˇtruujeme doˆkaz tvrdenia vo Vete 5. Uvazˇujme
teda, zˇe ma´me vzt’ah ⟨v′, π → ϱ⟩ ∈ R pre kazˇde´ ohodnotenie v′, ktore´ho definicˇny´
obor obsahuje vsˇetky forma´lne vol’ne´ premenne´ forma´lnej formule π → ϱ a za´rovenˇ
uvazˇujme, zˇe platı´ ⟨v′′, π⟩ ∈ R pre kazˇde´ ohodnotenie v′′, ktore´ho definicˇny´ obor obsahuje
vsˇetky forma´lne vol’ne´ premenne´ forma´lnej formule π. Predpokladajme ohodnotenie v,
ktore´ho definicˇny´ obor obsahuje vsˇetky forma´lne vol’ne´ premenne´ forma´lnej formule ϱ.
Ohodnotenie v rozsˇı´rme do ohodnotenia v′, pricˇom v′ je taktiezˇ definovane´ na vsˇetky´ch
forma´lnych vol’ny´ch premenny´ch forma´lnej formule π, takzˇe dosta´vame vzt’ahy ⟨v′, π →
ϱ⟩ ∈ R a za´rovenˇ ⟨v′, π⟩ ∈ R. Z uvedene´ho vyply´va (⟨v′, π → ϱ⟩ ∈ R ∧ ⟨v′, π⟩ ∈ R) →
⟨v′, ϱ⟩ ∈ R, z cˇoho odvodı´me platnost’ ⟨v′, ϱ⟩ ∈ R. Zva´zˇme, zˇe hodnotenia v a v′ sa na
forma´lnych vol’ny´ch premenny´ch formule ϱ zhoduju´, tak dosta´vame taktiezˇ ⟨v, ϱ⟩ ∈ R,
cˇı´m dokazujeme, zˇe forma´lne pravidlo modus ponens je pravidlom korektny´m.
Pre forma´lne pravidlo generaliza´cie uva´zˇme, zˇe ma´me vzt’ah ⟨v′, π⟩ ∈ R pre kazˇde´
take´ ohodnotenie v′, ktore´ho definicˇny´ obor obsahuje vsˇetky forma´lne vol’ne´ premenne´
forma´lnej formule π. Pre kazˇde´ x a pre kazˇde´ ohodnotenie v, ktore´ho definicˇny´ obor
obsahuje vsˇetky forma´lne vol’ne´ premenne´ forma´lnej formule (∀x)π, platı´ ohodnotenie
v(x →−→ x). Definicˇny´ obor tohto ohodnotenia obsahuje vsˇetky forma´lne vol’ne´ premenne´
forma´lnej formule π, takzˇe z toho vyply´va vzt’ah ⟨v(x →−→ x), π⟩ ∈ R, z ktore´ho zı´skame
(∀x)(⟨v(x →−→ x), π⟩ ∈ R), cˇizˇe ⟨v, (∀x)π⟩ ∈ R.
Definice 5.1 V KM teo´riı´ definujme Sat = {⟨v, π⟩; (∃R,X)(Φ(R,X) ∧ ⟨v, π⟩ ∈ R)}.
Ked’zˇe prı´slusˇna´ trieda je definovana´ nenorma´lnou metamatematickou formulou, v
ktorej sa nacha´dza kvantifika´cia triednej premennej R (kvantifika´ciou mnozˇinovej pre-
mennej by bolo mozˇne´ nahradit’kvantifika´ciu triednej premennej X , ked’zˇe mnozˇinou je
kazˇda´ cˇast’mnozˇiny Form), nemusı´ mat’zmysel uvedena´ definı´cia rela´cie splnˇovania v
GB teo´riı´.
Veˇta 5.6 V KM teo´riı´ existuje formula Φ(Sat, Form).
Du˚kaz. Ak platı´ π ∈ X ∧ Φ(R,X), potom je podl’a Vety 1 ⟨v, π⟩ ∈ Sat ≡ ⟨v, π⟩ ∈ R.
Nech najmensˇı´m prvkom mnozˇiny Form je π take´, zˇe neexistuje X a R a to tak, zˇe
Φ(R,X)∧ π ∈ X . Tak je forma´lna formula π bud’ forma´lnou kvantifika´ciou alebo forma´l-
nou konjunkciou, alebo forma´lnou nega´ciou svojej forma´lnej podformule/podformulı´.
Potom existuje S a Y ku kazˇdej forma´lnej podformuli ϱ forma´lnej formule π tak, zˇe platı´
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Φ(S, Y ) ∧ ϱ ∈ Y . Vtedy ale existenciu R,X s vlastnost’ou Φ(R,X) ∧ π ∈ X zarucˇuje Veta
2. Vzhl’adom k na´sˇmu predpokladu to ale vedie ku sporu.
Veˇta 5.7 Mnozˇinova´ formulaCon(ZF ) je doka´zatel’na´ v KM teo´riı´. Nie je ale doka´zatel’na´ v teo´riı´
ZF, za predpokladu bezospornosti teo´rie ZF.
Du˚kaz. Neexistuje taka´ forma´lna formula π, ktora´ by bola vo forma´lnej ZF teo´riı´ aj so
svojou forma´lnou nega´ciou forma´lne doka´zatel’na´. Ak by taka´ existovala, tak by podl’a
Viet 5 a 6 muselo byt’⟨v, π⟩ ∈ Sat∧ ⟨v,¬π⟩ ∈ Sat, pre kazˇde´ ohodnotenie v zadefinovane´
na vsˇetky´ch forma´lnych vol’ny´ch premenny´ch forma´lnej formule π, a to by bolo v rozpore
s platnost’ou ⟨v,¬π⟩ ∈ Sat ≡ ⟨v, π⟩ ̸∈ Sat. Moˆzˇeme tvrdit’, zˇe mnozˇinovou formulou je
formula PrfZF (d, π), ktora´ popisuje, zˇe d je forma´lnym doˆkazom forma´lnej formule π vo
forma´lnej teo´riı´ ZF. Formula ¬(∃d, π)PrfZF (d, π ∧ ¬π) je taktiezˇ mnozˇinovou formulou,
ktora´ definuje, zˇe su´cˇasne neexistuju´ forma´lna formulaπ a d take´, zˇe dbybolo vo forma´lnej
teo´riı´ ZF forma´lnymdoˆkazomπ∧¬π. Formula¬(∃d, π)PrfZF (d, π∧¬π) by´va oznacˇovana´
ako Con(ZF ) a v doˆsledku druhej Go¨delovej vety o neu´plnosti nemoˆzˇe byt’doka´zatel’na´
v ZF teo´riı´ mnozˇı´n.
Pri spracovanı´ kapitoly sme cˇerpali zo zdrojov [6], [2], [5], [9].
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6 Finitnost’Go¨del-Bernaysovej teo´rie mnozˇı´n
V sˇtandardnej GB teo´riı´ mnozˇı´n je axio´m zabezpecˇuju´ci existenciu triedymnozˇı´n s urcˇitou
vlastnost’ouΦ prida´vany´ pre kazˇdu´ formuluΦ jazyka teo´rie mnozˇı´n s triedami, v ktory´ch
su´ kvantifikovane´ triedne premenne´. Z toho moˆzˇeme zdanlivo vyvodit’za´ver, zˇe sche´ma
existencie tried vyzˇaduje nekonecˇne vel’a axio´mov. Ak ale nahradı´me sche´mu existencie
tried axio´mami:
(∃Z)(∀e)[e ∈ Z ≡ (∃x, y)(e = ⟨x, y⟩ ∧ x ∈ y)],
(∀X,Y )(∃Z)(∀e)[e ∈ Z ≡ (e ∈ X ∧ e ̸∈ Y )],
(∀X)(∃Z)(∀e)[e ∈ Z ≡ (∃x)(⟨x, e⟩ ∈ X)],
(∀X,Y )(∃Z)(∀e)[e ∈ Z ≡ (∃x, y)(e = ⟨x, y⟩ ∧ e ∈ X ∧ y ∈ Y )],
(∀X)(∃Z)(∀e)[e ∈ Z ≡ (∃x, y)(e = ⟨x, y⟩ ∧ ⟨y, x⟩ ∈ X)] a
(∀X)(∃Z)(∀e)[e ∈ Z ≡ (∃x, y, z)(e = ⟨x, y, z⟩ ∧ ⟨y, z, x⟩ ∈ X)], pricˇom vsˇetky uvedene´
axio´my su´ sˇpecia´lne prı´pady sche´my existencie tried (kde kazˇdy´ vycha´dza z nejakej
konkre´tnej norma´lnej formule) a takto upravenu´ GB teo´riu doplnı´me o uzˇ spomenute´
definı´cie:
neusporiadanej dvojice (Z = {x, y} ≡ (∀e)[e ∈ Z ≡ (e = x ∨ e = y)]),
usporiadanej dvojice (Z = ⟨X,Y ⟩ ≡ Z = {{X}, {X,Y }}),
usporiadanej k-tice, kde k > 2 (Z = ⟨X1, X2, ..., Xk⟩ ≡ Z = ⟨X1⟨X2, ..., Xk⟩⟩) a
usporiadanej k-tice, kde k = 1 (Z = ⟨X⟩ ≡ Z = X), dostaneme z takto upravenej a
doplnenej GB teo´rie tzv. finitnu´ verziu GB teo´rie mnozˇı´n (FGB).
Z uvedeny´ch axio´mov nahradzuju´cich sˇpecia´lne prı´pady sche´my existencie tried zı´s-
kavame vporadı´, v akom su´ axio´myuvedene´, obohatenie jazyka teo´riemnozˇı´n o definı´ciu
konsˇtanty na´lezˇania E: Z = E ≡ (∀e)[e ∈ z ≡ (∃x, y)(e = ⟨x, y⟩ ∧ x ∈ y)] a o definı´cie
funkciı´:
rozdielu: Z = X − Y ≡ (∀e)[e ∈ Z ≡ (e ∈ X ∧ e ̸∈ Y )],
definicˇne´ho oboru: Z = Dom(X) ≡ (∀e)[e ∈ z ≡ (∃y)(⟨y, e⟩ ∈ X)],
resˇtrikcie: Z = X  Y ≡ (∀e)[e ∈ Z ≡ (∃x, y)(e = ⟨x, y⟩ ∧ e ∈ X ∧ y ∈ Y )],
konverzie: Z = X−1 ≡ (∀e)[e ∈ Z ≡ (∃x, y)(e = ⟨x, y⟩ ∧ ⟨y, x⟩ ∈ X)] a
trojnej konverzie:Z = Con3(X) ≡ (∀e)[e ∈ Z ≡ (∃x, y, z)(e = ⟨x, y, z⟩∧⟨y, z, x⟩ ∈ X)],
pricˇom takto obohateny´ jazyk teo´rie mnozˇı´n rozsˇı´rime esˇte doplnˇuju´cimi ekvivalenciami:
Z = Rng(X) ≡ Z = Dom(X−1); Z = V ≡ Z = Rng(E);
Z = ∅ ≡ Z = V − V ; Z = X ∩ Y ≡ Z = X − (X − Y );
Z = X×Y ≡ Z = (V  Y )∩ (V  X)−1; Z = X1 ≡ Z = X (pre l’ubovol’nu´ trieduX) a
Z = Xk+1 ≡ Z = X ×Xk (pre l’ubovol’ne´ kladne´ prirodzene´ cˇı´slo k).
Z teo´rie FGB sme ty´mito rozsˇı´reniami zı´skali jej konzervatı´vne rozsˇı´renie, ktore´ bu-
deme znacˇit’ FGB’. Na druhu´ stranu, faktom je, zˇe teo´ria GB konzervatı´vne obohatena´
definı´ciami neusporiadanej dvojice, usporiadanej dvojice, usporiadanej k-tice, kde k > 2
a usporiadanej k-tice, kde k = 1, je rozsˇı´renı´m FGB. Doˆkaz nasleduju´cej vety zase bude
demonsˇtrovat’opak, teda, zˇe teo´ria FGB a FGB’ su´ rozsˇı´renı´m GB.
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Veˇta 6.1 V jazyku FGB’ teo´rie existuje term T (X1, ..., Xn), pre kazˇdu´ norma´lnu formulu Φ(e,
X1, ..., Xn) v jazyku teo´rie mnozˇı´n, taky´, zˇe platı´ FGB′ ⊢ (∀e)(e ∈ T ≡ Φ(e,X1, ..., Xn)). Teda
ak su´ GB a FGB ekvivalentne´, platı´ FGB ⊢ (∃Z)(∀e)(e ∈ Z ≡ Φ(e,X1, ..., Xn)).
Du˚kaz. Z vety o ekvivalencii (ktora´ popisuje, zˇe ak formula β vznikne z formule α
nahradenı´m niektory´ch jej vy´skytov podformu´l γ1, ..., γk po rade formulami δ1, ..., δk, tak
potom platı´ γ1 ≡ δ1, ..., γk ≡ δk ⊢ α ≡ β) vyply´va, zˇe ak demonsˇtruujeme vetu pre
formulu Φ, potom platı´ taktiezˇ aj pre kazˇdu´ formulu Ψ, pre ktoru´ FGB′ ⊢ Φ ≡ Ψ. Takzˇe
platı´ Φ ≡ Ψ ⊢ (∀e)(e ∈ T ≡ Φ) ≡ (∀e)(e ∈ T ≡ Ψ), cˇizˇe je potrebne´ doˆkaz robit’ len
pre formule s urcˇity´mi prı´davny´mi vlastnost’ami. Uvazˇujme taku´ norma´lnou formulu Φ,
pre ktoru´ platı´, zˇe maxima´lne premenne´ e,X1, ..., Xn v nej maju´ vol’ne´ vy´skyty a su´cˇasne
vol’ne´ aj viazane´ vy´skyty v nej nema´ zˇiadna premenna´. Jednou z premenny´ch musı´ byt’
X1, ..., Xn, ak ma´ triedna premenna´ vy´skyt vo formuli Φ, pretozˇe vsˇetky kvantifikovane´
premenne´ musia byt’mnozˇinove´, ked’zˇe formula Φ je norma´lna. Treba ale upozornit’, zˇe
mnozˇinove´ premenne´ moˆzˇu zastupovat’aj znakyX1, ..., Xn, vtedyX1, ..., Xn ≡ x1, ..., xn.
Premenne´ X1, ..., Xn budu´ medzi ostatny´mi premenny´mi jedinecˇne´, pretozˇe budu´
reprezentovat’ parametre konsˇtrukcie. Takzˇe z toho vyply´va, zˇe od nich bude za´visiet’
vy´sledok konsˇtrukcie, teda term T , ktory´ ma´ maxima´lne X1, ..., Xn ako svoje vol’ne´ pre-
menne´.
Formulou (∃z)(z = Xi∧z ∈ U) (v ktorej volı´me zamnozˇinovu´ premennu´ z aku´kol’vek
premennu´ nenacha´dzaju´cu sa vo formuli Φ) nahrad’me v Φ jeden kazˇdy´ vy´skyt podfor-
mule v tvare Xi ∈ U (U je l’ubovol’na´ premenna´). Formulu zı´skanu´ ty´mto spoˆsobom
oznacˇı´me Θ. Formulou (∀z′)(z′ ∈ U ≡ z′ ∈ W ) (v ktorej volı´me premennu´ z′ tak, aby
nemala vy´skyt vΘ) nahrad’me vΘ jeden kazˇdy´ vy´skyt podformule v tvare U =W (U,W
su´ l’ubovol’ne´ premenne´, moˆzˇu byt’ aj mnozˇinove´). Formulu zı´skanu´ ty´mto spoˆsobom
oznacˇı´meΨ. Zamenenie parametrov na l’avej strane pri symbole ∈ vedie v uvedenom pr-
vom nahradenı´ k tomu, zˇe sa uzˇ nevyskytuje triedna premenna´ na l’avej strane symbolu
∈. V druhom nahradenı´ ide o vynechanie symbolu =, preto sme museli za´menu usku-
tocˇnit’rovnako pre parametre, ako aj pre ostatne´ premenne´. Nie je uzˇ potrebne´ opakovat’
prve´ nahradenie, ked’zˇe sme ty´m vo formuli Ψ nedostali zˇiadnu podformulu, v ktorej by
bol parameter na l’avej strane symbolu ∈. Formula (∃z)(z = X ∧ z ∈ U) → X ∈ U je v
FGB mozˇne´ doka´zat’pomocou axio´mu rovnosti z logicke´ho kalkulu v doˆsledku formule
(Z = X ∧ Z ∈ U) → X ∈ U . Zavedenı´m premenny´ch pre mnozˇiny zı´skame opacˇnu´
implika´ciu, ked’zˇe platı´X ∈ U → (∃z)(z = X). Pouzˇitı´m vety o ekvivalencii a tranzitivity
doka´zatel’nosti dosta´vame FGB ⊢ Φ ≡ Θ. Aplika´ciou axio´mu extenzionality a znova
vety o ekvivalencii dostaneme FGB ⊢ Θ ≡ Ψ a FGB ⊢ Φ ≡ Ψ zı´skame tranzitivitou
ekvivalencie.
Podarilo sa na´m zdoˆvodnit’predpoklad, zˇe predstavovana´ formulaΦma´ iba atomicke´
formule typu z ∈ x a z ∈ X , a to bez straty vsˇeobecnosti. Veta o prenexnom tvare
na´m umozˇnˇuje predpokladat’ formulu Φ, ktora´ je v tvare (Qkyk)...(Q1y1)Φ˜. Formula Φ˜
neobsahuje kvantifika´tor, cˇizˇe je otvorena´ a pre kazˇde´ 1 ≤ i ≤ k vQi je jeden zo symbolov
∀ alebo ∃. Budemeuvazˇovat’, zˇemedzi premenny´mi y1, ..., yk+1, X1, ..., Xn su´ vsˇetky vol’ne´
premenne´ formule Φ˜. Pre l’ubovol’nu´ otvorenu´ formulu Θ, ktorej vsˇetky vol’ne´ premenne´
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su´ z premenny´ch y1, ..., yk+1, X1, ..., Xn, ktora´ma´ atomicke´ formule iba typu z ∈ x a z ∈ X
a ktora´ je podformulou formule Φ, zkonsˇtruujeme term TΘ indukciou podl’a zlozˇitosti
formule Θ. Dodrzˇı´me pritom platnost’FGB′ ⊢ (∀y1, ..., yk+1)(⟨y1, ..., yk+1⟩ ∈ TΘ ≡ Θ). V
terme TΘ sa moˆzˇu vyskytovat’premenne´X1, ..., Xn, pretozˇe su´ povazˇovane´ za parametre
konsˇtrukcie. Term TΘ konsˇtruujeme v teo´riı´ FGB’ s prı´stupom ku vsˇetky´m jej konsˇtanta´m
a funkcia´m:
(1) Uva´zˇme formulu Θ v tvare yi ∈ Xj .
Pre i, j platı´: 1 ≤ i ≤ k + 1 a 1 ≤ j ≤ n. Potom existuju´ tieto prı´pady:
• k = 0 - akma´me iba premennu´ y1 namiesto syste´mu premenny´ch y1, ..., yk+1, potom
TΘ = Xj
• k > 0 a i = 1 - potom TΘ = Xj × V k
• k > 0 a 1 < i ≤ k - potom TΘ = V × (...(V × (Xj × V k−i+1))...) (na´sobenie V × ...
uskutocˇnˇujeme (i− 1)-kra´t a pocˇet za´tvoriek kazˇde´ho typu je i− 1)
• k > 0 a i = k+1 - potom TΘ = V × (...(V ×Xj)...) (na´sobenie V × ... uskutocˇnˇujeme
k)-kra´t a pocˇet za´tvoriek kazˇde´ho typu je k − 1)
V kazˇdej z uvedeny´ch mozˇnostı´ platı´ vzt’ah FGB′ ⊢ (∀y1, ..., yk+1)(⟨y1, ..., yk+1⟩ ∈
TΘ ≡ yi ∈ Xj).
(2) Uva´zˇme formulu Θ v tvare yi ∈ yj .
Zaved’me pomocne´ termy S1, S2, S3 tak, zˇe konsˇtrukcia termu S2 podlieha mozˇnej
existencii premenny´ch vzadu a navysˇe konsˇtrukcia termu S3 pocˇı´ta s mozˇnou existenciou
premenny´chmedzi premenny´mi yi a yj amozˇnu´ existenciu premenny´ch vpredu resˇpektuje
fina´lna konsˇtrukcia termu TΘ. Potom:
• definujme S1 = E za predpokladu i < j; S1 = E−1 za predpokladu j < i a S1 = ∅
za predpokladu i = j. Potom platı´ FGB′ ⊢ ⟨ymin(i,j), ymax(i,j)⟩ ∈ S1 ≡ yi ∈ yj .
• definujme S2 = S1 za predpokladumax(i, j) = k + 1 a definujme S2 = Con3(Con3
(V k−max(i,j)+1 × S1)), za predpokladu max(i, j) ≤ k. Ked’zˇe FGB′ ⊢ [⟨x, y, z⟩ ∈
Con3(Con3(X)) ≡ ⟨y, z, x⟩ ∈ Con3(X)] ∧ [⟨y, z, x⟩ ∈ Con3(X) ≡ ⟨z, x, y⟩ ∈ X], tak
potom zı´skame ⟨ymin(i,j), ymax(i,j), ymax(i,j)+1, ..., yk+1⟩ ∈ S2 ≡ yi ∈ yj . Ak nastane
max(i, j) = k+1, tak sa ymax(i,j)+1, ..., yk+1 v za´pise vynecha´ a ak nastane i = j, tak
sa ymax(i,j) vynecha´ a zostane iba s nˇou identicka´ premenna´ ymin(i,j).
• definujeme S3 = S2 za predpokladu max(i, j) = min(i, j) + 1 a definujeme S3 =
Con3(V × ... × Con3(V × (S2)−1)...) za predpokladu max(i, j) − min(i, j) > 1.
Opera´ciu Con3(V × (...)−1) vykona´vame (max(i, j) − min(i, j) − 1)-kra´t. Ked’zˇe
FGB′ ⊢ [⟨x, y, z⟩ ∈ Con3(V × X−1) ≡ ⟨y, z, x⟩ ∈ V × X−1] ∧ [⟨y, z, x⟩ ∈ V ×
X−1 ≡ ⟨z, x⟩ ∈ X−1] ∧ [⟨z, x⟩ ∈ X−1 ≡ ⟨x, z⟩ ∈ X], tak zı´skame vzt’ah FGB′ ⊢
⟨ymin(i,j), ymin(i,j)+1, ..., yk+1⟩ ∈ S3 ≡ yi ∈ yj
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• definujeme TΘ = S3 za predpokladumin(i, j) = 1 a definujeme TΘ = V ×(...×(V ×
S3)...) za predpokladumin(i, j) > 1. Opera´ciu V ×(...) vykona´vame (min(i, j)−1)-
kra´t. Dosta´vame tak FGB′ ⊢ ⟨y1, ..., yk+1⟩ ∈ TΘ ≡ yi ∈ yj .
(3) Uva´zˇme formulu Θ v tvare Γ ∧∆.
Definujeme TΘ = TΓ ∩T∆ pri indukcˇnom predpoklade uzˇ zadefinovany´ch termov TΓ
a T∆.
(4) Uva´zˇme formulu Θ v tvare ¬Γ.
Definujeme TΘ = V k+1 − TΓ pri predpoklade uzˇ zadefinovane´ho termu TΓ.
Teraz sa upriamime na zkonsˇtruovanie termov TΘ pre formule, ktore´ dostaneme
iterovanou mnozˇinovou kvantifika´ciou. Take´to termy zı´skame z vysˇsˇie definovany´ch
formulı´. Pre l’ubovol’nu´ formulu Φ existuje formula Ψ taka´, zˇe pre nˇu platı´ FGB ⊢
Φ ≡ Ψ a existuje pre nˇu definı´cia TΨ. Umozˇnˇuje na´m to aplika´cia vety o prenex-
nom tvare. Konsˇtrukciu hl’adany´ch termov zacˇneme krokom, zˇe indukciou stanovı´me
T(∃y)Θ = Dom(TΘ). Kombina´ciou bodu (4) a tejto definı´cie prevedieme univerza´lnu
kvantifika´ciu a definujeme T(∀z)Θ = V m − Dom(T¬Θ), pricˇom m je pocˇet premen-
ny´ch v syste´me y1, ..., yk+1, ktore´ vo formuli (∀z)Θ nie su´ kvantifikovane´. Ked’zˇe Φ je
v tvare (Qkyk)...(Q1y1)Φ˜, tak idu´c po kvantifika´toroch odzadu indukciou podl’a 1 ≤
i ≤ k preukazujeme (∀X1, ..., Xn)(∀yi+1, ..., yk+1)(⟨yi+1, ..., yk+1⟩ ∈ T(Qiyi)...(Q1y1)Φ˜ ≡
(Qiyi)...(Q1y1)Φ˜). Takzˇe platı´ (∀X1, ..., Xn)(∀yk+1)(yk+1 ∈ TΦ ≡ Φ). Doka´zali sme teda
existenciu triedy s pozˇadovanou vlastnost’ou.
Kapitolu sme spracovali pomocou zdrojov [2], [10].
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7 Axio´m vy´beru v teo´riı´ mnozˇı´n a hypote´za kontinua
Existencia mnozˇiny rea´lnych cˇı´sel, ktora´ nema´ rovnaku´ mohutnost’, ako mnozˇina
vsˇetky´ch rea´lnych cˇı´siel a nie je ani najviac spocˇı´tatel’na´ (spocˇı´tatel’nou mnozˇinou je taka´
mnozˇina, ktoru´ je mozˇne´ vza´jomne jednoznacˇne zobrazit’na mnozˇinu vsˇetky´ch prirodze-
ny´ch cˇı´sel), patrı´ medzi za´kladne´ ota´zky teo´rie mnozˇı´n. Hilbert (1862-1943) zaradil tento
proble´m do zoznamu najva¨cˇsˇı´ch matematicky´ch proble´mov svojej doby. Tento proble´m je
pomenovany´ ako hypote´za kontinua, oznacˇuje sa CH a zapisuje sa 2ℵ0 = ℵ1. Tento za´pis
formuluje, zˇe potencia P (ω) ma´ mohutnost’ rovnu´ najmensˇiemu nespocˇı´tatel’ne´mu kar-
dina´lnemu cˇı´slu. Zobecnena´ hypote´za kontinua (GCH) sa zapisuje (∀α ∈ On)(2ℵα = ℵα+1),
(On ozˇnacˇuje triedu ordina´lnych cˇı´sel) a popisuje, zˇe je mohutnost’mnozˇiny vsˇetky´ch
podmnozˇı´n pre kazˇde´ kardina´lne cˇı´slo k akejkol’vek mohutnosti k najmensˇie mozˇne´ kar-
dina´lne cˇı´slo, teda take´ kardina´lne cˇı´slo, ktore´ nasleduje bezprostredne za kardina´lnym
cˇı´slom k v usporiadanı´ kardina´lnych cˇı´sel. K d’alsˇiemu proble´mu teo´riı´ mnozˇı´n radı´me
ota´zku, cˇi je v nej Axio´m vy´beru (AC) doka´zatel’ny´. Axio´m vy´beru je formula
(∀x)(∃f)[Fnc(f) ∧Dom(f) = x ∧ (∀y ∈ x)(y ̸= ∅→ f(y) ∈ y)]
pricˇom oznacˇenie Fnc(f) symbolizuje konzervatı´vny za´pis una´rneho predika´tu „byt’
funkciou“ v jazyku teo´rie mnozˇı´n a vo vsˇeobecnosti je definovany´ za´pisom Fnc(x) ≡
(Rel(x)∧(∀z, e1, e2)[(⟨e1, z⟩ ∈ x∧⟨e2, z⟩ ∈ x)→ e1 = e2]), kdeRel(x) symbolizuje una´rny
predika´t „byt’ rela´ciou“, reprezentovany´ za´pisom Rel(x) ≡ (∀e)[e ∈ x → (∃x, y)(e =
⟨x, y⟩)]
a za´pisDom(f)definuje funkciu definicˇne´ho oboru, vsˇeobecny´ za´pis je z = Dom(x) ≡
(∀e)[e ∈ z ≡ (∃y)(⟨y, e⟩ ∈ x)], kde z reprezentuje mnozˇinovu´ premennu´.
Formula, ktorou je axio´m vy´beru zapı´sany´, popisuje, zˇe na kazˇdom nepra´zdnom
su´bore nepra´zdnych mnozˇı´n existuje tzv. selektor, ktory´ je mozˇne´ definovat’ako funkciu,
ktora´ vybera´ pra´ve jeden prvok z kazˇdej mnozˇiny tohto su´boru. Od ostatny´ch axio´mov
sa tento axio´m lı´sˇi ty´m, zˇe je nekonsˇtruktı´vny. Ak ine´ axio´my urcˇuju´ existenciu nejakej
mnozˇiny, nejakou formulou definuju´ jej vlastnosti, u tohto axio´mu to tak nie je. Ale ak
je nejaka´ mnozˇina konecˇna´, je mozˇne´ doka´zat’ existenciu selektoru. Vzhl’adom k tomu,
axio´m vy´beru sa v matematike sˇtandardne uplatnˇuje. S axio´mami ZF teo´rie nie je v
rozpore, neodporuje intuı´ciı´ a bez jeho existencie by nebolo mozˇne´ doka´zat’ niektore´
podstatne´ tvrdenia naprı´klad v algebre, topolo´giı´ alebo vo funkciona´lnej analy´ze. Axio´m
vy´beru je ekvivalentny´ s princı´pom dobre´ho usporiadania, ktory´ sa da´ popı´sat’tak, zˇe dobre´
usporiadanie existuje na kazˇdej mnozˇine.
Matematici neboli schopny´ vyriesˇit’ doka´zatel’nost’ AC a CH azˇ do objavu Go¨dela
(1906-1978) v roku 1940, ktory´ uka´zal, zˇe oba tieto proble´my mozˇno bezosporne pridat’k
ZF teo´rii. Objav bol zalozˇeny´ na doˆkaze, zˇe pri predpoklade bezospornosti ZF teo´rie v nej
nemozˇno preuka´zat’ ani nega´ciu AC ani nega´ciu CH. Toto bol nı´m zatial’ iba polovicˇne
zostrojeny´ doˆkaz, ktory´ zu´plnil azˇ v sˇest’desiatych rokoch minule´ho storocˇia ty´m, zˇe
zostrojil triedu L konsˇtruovatel’ny´chmnozˇı´n zalozˇeny´ch na princı´pe, zˇe postupne su´ take´to
mnozˇiny konsˇtruovane´ na za´klade uzˇ zostrojeny´ch mnozˇı´n.
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ZF teo´ria s prijaty´m AC a CH je tak len obycˇajne´ obmedzenie mnozˇı´n na syste´m
zkonsˇtruovatel’ny´ch mnozˇı´n so zachovanou platnost’ou predika´tov rovnosti aj na´lezˇania
vo vsˇeobecnej ZF teo´riı´.
Vo vsˇeobecnosti sˇtruktu´ra ⟨a,E ∩ a2⟩ zodpoveda´ forma´lnemumodelu nejakej forma´l-
nej teo´rie jazyka teo´rie mnozˇı´n, kde druhmozˇny´ch premenny´ch x definuje formula x ∈ a,
pricˇom a je univerzom tohtomodelu. Uvedena´ formula je absolu´tna v tomtomodeli pra´ve
ked’ je absolu´tna v takto popı´sanej interpreta´ciı´. Absolu´tnost’ou formule teo´rie mnozˇı´n v
uvedenej sˇtruktu´re pre jazyk teo´rie mnozˇı´n s univerzom a, ktore´ je mnozˇinou, sa myslı´
platnost’definovana´ za´pisom (∀x1, ..., xn ∈ a)(ϕ(x1, ..., xn) ≡ ⟨a,E ∩ a2⟩ |= ϕ[x1, ..., xn]),
kde ϕ reprezentuje axio´m forma´lnej teo´rie.
Princı´p konsˇtruovatel’ny´ch mnozˇı´n vycha´dza z nasleduju´ceho popisu:
Definice 7.1 Pre kazˇdu´ mnozˇinu x nechDf(x) oznacˇuje syste´m vsˇetky´ch podmnozˇı´n z mnozˇiny
z, ktore´ su´ definovatel’ne´ v sˇtruktu´re ⟨x,E ∩ x2⟩ (symbol E tu reprezentuje konsˇtantu na´lezˇania
definovanu´ za´pisom z = E ≡ (∀e)[e ∈ z ≡ (∃x, y)(e = ⟨x, y⟩ ∧ x ∈ y)]) s parametrami z
tejto sˇtruktu´ry, tzn. pre ktore´ existuje forma´lna formula π(y, x1, ..., xn) jazyka teo´rie mnozˇı´n a
mnozˇiny x1, ..., xn ∈ x tak, zˇe:
z = {y ∈ x; ⟨x,E ∩ x2⟩ |= π[y, x1, ..., xn]}
Pre kazˇde´ α ∈ On zostrojme transfinitnou rekurziou mnozˇiny Lα a navysˇe zaved’me triedu L
definuju´cu:
• L0 = ∅
• Lα+1 = Df(Lα) pre l’ubovol’ne´ ordina´lne cˇı´slo α
• Lλ =
{Lα;α ∈ λ} pre l’ubovol’ne´ limitne´ ordina´lne cˇı´slo λ
• L = {Lα;α ∈ On}
Symbol

znacˇı´ una´rnu funkciu zjednotenia triedy a je definovany´ predpisom z =

x ≡
(∀e)[e ∈ z ≡ (∃y)(e ∈ y ∧ y ∈ x)]
Veˇta 7.1 V ZF teo´riı´ mnozˇı´n je mozˇne´ doka´zat’ formule:
• (1) (y ∈ z ∧ z ∈ Lα)→ y ∈ Lα (Lα je tranzitı´vna)
• (2) α ∈ β → Lα ∈ Lβ
• (3) α ∈ Lα+1 − Lα
Du˚kaz. Doˆkaz robı´me v ZF teo´riı´. Tvrdenie (1) dokazujeme pomocou indukcie podl’a
ordina´lnych cˇı´sel doplnenou tvrdenı´m (1a) α ∈ β → Lα ⊆ Lβ .
32
Nech je ε najmensˇie zo vsˇetky´ch ordina´lnych cˇı´sel α, pre ktore´ neplatı´ implika´cia
(∀y, z)[(y ∈ z ∧ z ∈ Lα) → y ∈ Lα] alebo existuje take´ β ∋ α, zˇe neplatı´ (1a). L0 = ∅ je
tranzitı´vne a ∅ ⊆ z pre l’ubovol’ne´ z, preto nemoˆzˇe byt’ξ = 0. Najskoˆr predpokladajme,
zˇe neplatı´ (∀y, z)[(y ∈ z ∧ z ∈ Lξ) → y ∈ Lξ]. Potom priamo z definı´cie nemoˆzˇe byt’ ξ
limitne´. Teda ξ = γ + 1 pre nejake´ γ ∈ On. z ⊆ Lγ plynie z definı´cie mnozˇiny Lξ a zo
vzt’ahu z ∈ Lξ, takzˇe platı´, zˇe y ∈ Lγ . y ∈ Lξ na´m zarucˇuje tvrdenie (1a) aplikovane´ na
γ ∈ ξ, takzˇe docha´dzame ku sporu.
Z toho na´m vyply´va, zˇe Lξ ⊆ Lβ pre nejake´ β ∋ ξ neplatı´ povinne pre cˇı´slo ξ. Pre
najmensˇie β ∋ ξ, pre ktore´ neplatı´ sku´mana´ inklu´zia, zvol’me ζ. Takzˇe musı´ existovat’
δ ∋ ξ taka´, zˇe ζ = δ + 1. V tomto doˆsledku je Lξ ⊆ Lδ. Ak si predstavı´me formulu y ∈ z,
dostaneme pre nˇu a pre ake´kol’vek z ∈ Lξ
z = {y ∈ Lδ; ⟨Lδ, E ∩ L2δ⟩ |= y ∈ z[y, z]}
pretozˇe z ⊆ Lδ je z doka´zanej tranzitivity mnozˇiny Lξ. Takzˇe na´m z toho vyply´va
inklu´zia Lξ ⊆ Lδ+1, cizˇe opa¨t’docha´dzame ku sporu.
Ak doka´zˇeme vzt’ah Lα ∈ Lα+1 a pouzˇijeme tvrdenie (1a), doka´zˇeme tvrdenie (2). Ak
zva´zˇime zadefinovanie mnozˇiny Lα+1 a uvedomı´me si rovnost’Lα = {y ∈ Lα; ⟨Lα, E ∩
L2α⟩ |= y = y[y]}, doka´zˇeme sku´many´ vzt’ah na´lezˇania.
Doˆkaz tvrdenia (3) zacˇneme najskoˆr doˆkazom vzt’ahu α ̸∈ Lα. Definujeme ξ ako
najmensˇie α, pricˇom α ∈ Lα, potom nemoˆzˇe byt’ limitne´ ordina´lne cˇı´slo ξ, lebo by pre
nejake´ β ∈ ξ muselo byt’ ξ ∈ Lβ . Z tranzitivity mnozˇiny Lβ by vyply´valo β ∈ Lβ , cˇizˇe
spor. Pri vhodnom zvolenı´ γ ∈ On je ξ = γ + 1, potom ale podl’a zadefinovania mnozˇiny
Lγ+1 platı´ ξ ⊆ Lγ , takzˇe vyply´va γ ∈ Lγ a zase pricha´dzame ku sporu.
Pomocou sporu doka´zˇeme platnost’vzt’ahu α ∈ Lα+1. Definujeme si ζ ako najmensˇie
ordina´lne cˇı´sloα, pricˇomplatı´¬α ∈ Lα+1. Ak je ζ limitne´, platı´, zˇe ζ ⊆
{Lβ;β ∈ ζ} = Lζ .
Ak ζ limitne´ nie je, vyply´va rovnaka´ inklu´zia z tranzitivity mnozˇiny Lζ . Z inklu´zie
On ∩ Lζ ⊆ ζ, ktoru´ zı´skame z prvej cˇasti doˆkazu a z tranzitivity mnozˇiny Lζ vyply´va
ζ = On ∩ Lζ .
V teo´riı´ ZF je formula Ord(y), ktora´ definuje ordina´lne cˇı´sla, obmedzena´. Preto ZF ⊢
(∀x)(∀y ∈ x)[Tran(x) → (Ord(y) ≡ ⟨x,E ∩ x2⟩ |= Ord(y)[y])] (kde symbol Tran(x)
reprezentuje tranzitı´vnumnozˇinu, tj. taku´, pre ktoru´ platı´ (∀x, y)[(x ∈ y∧y ∈ x)→ x ∈ x]),
preto platı´ ZF ⊢ ζ = Lζ ∩On = {y ∈ Lζ ; ⟨Lζ , E ∩ L2ζ⟩ |= Ord(y)[y]} ∈ Lζ+1.
Budeme uvazˇovat’ interpreta´ciu jazyka ZF teo´rie mnozˇı´n oznacˇenu´ ako ℓ, ktora´ je
tvorena´ formulami x ∈ L, x ∈ y a x = y. Pra´ve prvky triedy L budu´ objektami zostrojo-
vanej interpreta´cie, v ktorej zadefinovanı´m formulı´ x = y a x ∈ y zaistı´me absolu´tnost’
predika´tov rovnosti a na´lezˇania. Takzˇe v teo´riı´ ZF (ℓ) uva´zˇme interpreta´ciu jazyka teo´rie
mnozˇı´n, pricˇom do tohto jazyka doplnı´me predika´ty ∈ℓ, =ℓ, premenne´ nove´ho druhu xℓ
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a axio´my teo´rie ZF (ℓ) doplnene´ o:
(∃xℓ)(x = xℓ) ≡ x ∈ L
x ∈ℓ y ≡ x ∈ y
x =ℓ y ≡ x = y
Veˇta 7.2 Interpreta´cia ℓ ZF teo´rie mnozˇı´n je definovana´ formulami x ∈ L, x ∈ y a x = y, pricˇom
V = L.
Oznacˇenie V = L zastupuje formulu (∀x)(∃α)(x ∈ Lα), ktora´ sa nazy´va Axio´m
konsˇtruovatel’nosti. Symbol V reprezentuje konsˇtantu pre univerza´lnu triedu Z defino-
vanu´ Z = V ≡ (∀e)(e ∈ Z ≡ e = e)
Du˚kaz. V interpreta´ciı´ ℓ teo´rie ZF ℓ postupne overı´me platnost’ jednotlivy´ch axio´mov,
ktore´ sa zaoberaju´ doka´zatel’nost’ou uvedeny´ch formulı´ v samotnej teo´riı´ ZF.
• Axio´m extenzionality je uza´ver obmedzenej formule (∀e)(e ∈ x ≡ e ∈ y). Vzhl’adom
k ℓ je kazˇda´ obmedzena´ formula absolu´tna, takzˇe aj sku´mana´ formula je absolu´tna.
Taktiezˇ pre kazˇdu´ formulu ϑ platı´ (∀x)ϑ→ (∀x ∈ L)ϑ.
• Axio´m zjednotenia - pracujeme v teo´riı´ ZF, aby sme mohli najskoˆr preuka´zat’, zˇe
ZF ⊢ x ∈ L → x ∈ L. V doˆsledku tranzitivity mnozˇiny Lα je x ⊆ Lα, ak
x ∈ Lα. Formula z =

x ≡ (∀e ∈ z)(∃y ∈ x)(e ∈ y) ∧ (∀y ∈ x)(∀e ∈ y)(e ∈ z)
definuju´ca

x je obmedzena´, takzˇe je v sˇtruktu´rnom za´pise ⟨Lα, E∩L2α⟩ absolu´tna.
Platı´ preto:
x = {e; (∃y ∈ x)(e ∈ y)} = {e ∈ Lα; ⟨Lα, E ∩ L2α⟩ |= (∃y ∈ x)(e ∈ y)[x, e]} ∈ Lα+1
V su´vislosti s uvazˇovanou interpreta´ciou je formula definuju´ca

x absolu´tna, takzˇe
axio´m zjednotenia platı´ v zmysle interpreta´cie ℓ.
• Axio´m potencie - pre l’ubovol’ne´ x ∈ L v ZF uka´zˇeme, zˇe P (x) ∩ L ∈ L. Ak formulu
dvoch premenny´ch α, y, pricˇom α ∈ On ∧ y ∈ Lα ∧ (∀β ∈ On)(y ∈ Lβ → α ∈ β)
oznacˇuje ψ, mozˇno na nˇu sche´mu nahradenia aplikovat’a potom je mozˇne´ doka´zat’
existenciu take´ho ξ, zˇe platı´
(∀y ∈ P (x))(y ∈ L→ y ∈ Lξ), prı´padne P (x) ∩ L ⊆ Lξ.
Potom ale P (x)∩L = {y ∈ Lξ; ⟨Lξ, E ∩L2ξ⟩ |= y ⊆ x[x, y]} ∈ Lξ+1. Formula y ⊆ x je
obmedzena´ a teda vzhl’adom k interpreta´ciı´ ℓ absolu´tna. Z toho plynie, zˇe mnozˇina
P (x)∩L je v zmysle interpreta´cie potencioumnozˇiny x. V sku´manej teo´riı´ existuje x
take´, zˇe P (x) ̸= P (x)∩L, v zmysle interpreta´cie ℓ nie je formula definuju´ca funkciu
potencie v teo´riı´ ZF absolu´tna, V ̸= L.
• Axio´m nahradenia - uvazˇujeme l’ubovol’nu´ formulu ϕ s dvomi vol’ny´mi premenny´mi
e a y na preuka´zanie sche´my nahradenia. Budeme ju oznacˇovat’ ϕℓ, pretozˇe ju
uvazˇujemev zmysle interpreta´cie ℓ a jej premenne´ budu´ oznacˇene´ eℓ a yℓ. Zafixujeme
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mnozˇinu x ∈ L a aj d’alsˇie parametre formule ϕℓ fixujeme ako prvky L. Potrebujeme
v teo´riı´ ZF (ℓ) s definovany´mi fixa´ciami z predpokladu
(∀y, e1, e2 ∈ L)([ϕℓ(eℓ/e1, yℓ/y)∧ϕℓ(eℓ/e2, yℓ/y)∧y ∈ x]→ e1 = e2)doka´zat’formulu
(∃z ∈ L)(∀e ∈ L)(e ∈ z ≡ (∃y ∈ L)[y ∈ x ∧ ϕℓ(eℓ/e, yℓ/y)])
pre ktoru´ platı´, zˇe je ekvivalentna´ formuli (∃z ∈ L)(∀e ∈ L)(e ∈ z ≡ (∃y)[y ∈
x ∧ ϕℓ(eℓ/e, yℓ/y)]) v doˆsledku tranzitivity triedy L. Pre urcˇene´ x ∈ L definujeme:
Z = α ∈ On; (∃y)(y ∈ x ∧ (∃e)[ϕℓ(eℓ/e, yℓ/y) ∧ e ∈ Lα ∧ (∀β ∈ On)(e ∈ Lβ →
α ∈ β)]). Formula y ∈ x ∧ α ∈ On ∧ (∃e)[ϕℓ(eℓ/e, yℓ/y) ∧ e ∈ Lα ∧ (∀β ∈ On)(e ∈
Lβ → α ∈ β)] predstavuje za definovany´ch predpokladov funkciu, cˇizˇe v doˆsledku
sche´my nahradenia je trieda Z mnozˇinou. Z toho vyply´va, zˇe musı´ existovat’ taka´
ξ ∈ On, zˇe prvkami Lξ su´ vsˇetky parametre a preto
x ∈ Lξ ∧ (∀y ∈ x)[(∃e ∈ L)ϕℓ(eℓ/e, yℓ/y)→ (∃e ∈ Lξ)ϕℓ(eℓ/e, yℓ/y)].
Dˇalej na´jdeme λ tak, zˇe ξ ∈ λ∧λ ∈ On a pre ktoru´ platı´ (∀e, y ∈ Lλ)(ϕℓ(eℓ/e, yℓ/y) ≡
⟨Lλ, E ∩ Lλ⟩ |= ϕ[e, y]). Uzatva´ranı´m na potrebne´ opera´cie vytvorı´me konsˇtrukciu,
pre ktoru´ je doˆlezˇite´ zˇe do triedyL su´ obmedzene´ vsˇetky kvantifika´cie vo formuliϕℓ.
Potom e ∈ L; (∃y)(y ∈ x ∧ ϕℓ(eℓ/e, yℓ/y)) = e ∈ Lλ; (∃y)(y ∈ x ∧ ϕℓ(eℓ/e, yℓ/y)) =
e ∈ Lλ; ⟨Lλ, E ∩ L2λ⟩ |= (∃y)(y ∈ x ∧ ϕ)[x, e] ∈ Lλ+1
• Axio´m nekonecˇna - platı´, zˇe ω ∈ L, pricˇom ω oznacˇuje konsˇtantu reprezentuju´cu
mnozˇinu vsˇetky´ch prirodzeny´ch cˇı´sel, pricˇom je v ZF teo´riı´ ta´to mnozˇina prvkom
On. Axio´m nekonecˇna je doˆsledkom absolu´tnosti formule (∃z)[z ∈ x ∧ (∀e)(e ̸∈
z)] ∧ (∀y)(y ∈ x → (∃z)[z ∈ x ∧ (∀e)(e ∈ z ≡ (e ∈ y ∨ e = y))]), ktora´ oznacˇuje
formuluobmedzenu´ v teo´riı´ s jazykom teo´riemnozˇı´n a bezmimologicky´ch axio´mov.
• Axio´m fundovanostima´ tvar (∀x)ϕ, pricˇomϕ reprezentuje absolu´tnu formulu (∃y)(y ∈
x) → (∃y)[y ∈ x ∧ (∀e)¬(e ∈ y ∧ e ∈ x)]. Z toho vyply´va, zˇe je tento axio´m ekvi-
valentny´ v ZF teo´riı´ formuli (∀x ∈ L)ϕ v zmysle interpreta´cie, takzˇe je trivia´lnym
doˆsledkom formule (∀x)ϕ.
V zmysle interpreta´cie ℓ doka´zˇeme platnost’V = L. Taktiezˇ, zˇe aj pre kazˇde´ α ∈ On je
Lα = (Lα)
ℓ. K tomu potrebujeme overit’absolu´tnost’niektory´ch pojmov. Pripomenieme,
zˇe pojem „byt’ordina´lnym cˇı´slom“ je absolu´tny a platı´ On ⊆ L a taktiezˇ platı´ ω ⊆ L, cˇizˇe
uka´zanie, zˇe absolu´tny je aj pojem „byt’prirodzeny´m cˇı´slom“ je mozˇne´ tak, zˇe nenulove´
prirodzene´ cˇı´sla su´ pra´ve tie ordina´lnymi cˇı´slami α, take´, zˇe
α ∈ ω ≡ α ∈ On ∧ (∀x ∈ α)(∃y ∈ x)(x = y ∪ {y})
cˇizˇe ktore´ maju´ predchodcu a ktory´ch kazˇdy´ prvok ma´ predchodcu. Pritom formula
z =

x definuju´ca zjednotenie ((∀e ∈ z)(∃y ∈ x)(e ∈ y) ∧ (∀y ∈ x)(∀e ∈ y)(e ∈ z)) a
formula e ∈ {x, y} popisuju´ca neusporiadanu´ dvojicu (e = x ∨ e = y) su´ tiezˇ absolu´tne.
Absolu´tnym nie je len pojem „byt’ prirodzeny´m cˇı´slom“, „byt’ funkciou“, zjednotenie,
definicˇny´ obor atd’, ale absolu´tnou je cela´ aritmetika. Aby sme to mohli doka´zat’, musı´me
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doka´zat’ tiezˇ absolu´tnost’definı´cie scˇı´tania a na´sobenia prirodzeny´ch cˇı´sel. Dosiahneme
to tak, zˇe si ako prve´ predstavı´me, zˇe pre kazˇdu´ konecˇnu´ mnozˇinu platı´ x ⊆ L→ x ∈ L.
Takzˇe tento vzt’ah platı´ ak x = {x1, ..., xn} ⊆ Lα, kde n ∈ ω, potom x = {e ∈ Lα; ⟨Lα, E ∩
L2α⟩ |= (e = x1 ∨ ... ∨ e = xn)[x1 →−→ x1, ..., xn →−→ xn, e →−→ e]}, kde x1 →−→ x1 popisuje
ohodnotenie, teda priradenie indivituı´ k vol’ny´m premenny´m formule.
Prirodzeny´m cˇı´slom l, pre ktore´ existuje f , pre ktore´ platı´:
Dom(f) = (({0} × n) ∪ ({1} ×m)) ∧Rng(f) = l ∧ Fnc(f) ∧ Fnc(f−1)
je definovany´ su´cˇet prirodzeny´ch cˇı´sel n a m (pricˇom symbol Rng zastupuje funkciu
oboru hodnoˆt definovanu´ z = Rng(x) ≡ (∀e)[e ∈ z ≡ (∃y)(⟨e, y⟩ ∈ x)] a f−1 vyjadruje
funkciu konverzie). Potomzuvedene´ho za´pisu vyply´va, zˇe f ⊆ L je konecˇna´, takzˇe f ∈ L.
Navysˇe ta´to funkcia zabezpecˇı´ (n+m = l)ℓ.
Absolu´tnost’definı´cie na´sobenia overı´me podobne. Su´cˇin prirodzeny´ch cˇı´sel n,m je
urcˇeny´ ako cˇı´slo l, pre ktore´ f existuje tak, zˇe:
Dom(f) = n×m ∧Rng(f) = l ∧ Fnc(f) ∧ Fnc(f−1)
Formulami je mozˇne´ povazˇovat’niektore´ prirodzene´ cˇı´sla, ked’zˇe je mozˇne´ aritmeti-
zovat’syntax logiky. Takzˇe musı´ byt’absolu´tny aj pojem „byt’forma´lnou formulou jazyka
jazyka teo´rie mnozˇı´n“. Nebudeme tvrdit’, zˇe kazˇda´ sˇtruktu´ra mnozˇı´n v jazyku teo´rie
mnozˇı´n v tvare ⟨a, r⟩ musı´ byt’ prvkom L. Ale ak platı´, zˇe konsˇtruovatel’na´ je, potom
je vlastnost’ ⟨a, r⟩ |= π[x1, ..., xn] absolu´tna, ked’zˇe je iba jedina´ kvantifika´cia v indukcˇ-
nom kroku definı´cie forma´lneho splnˇovania vo forma´lnej sˇtruktu´re. Ta´to kvantifika´cia
je v popise forma´lneho splnˇovania pre forma´lnu formulu, ktora´ vznikla pri definovanı´
splnˇovania ⟨a, r⟩ |= [(∃x)π][x1 →−→ x1, ..., xn →−→ xn], teda forma´lnou kvantifika´ciou.
Je nutne´ sa zaoberat’formulou (∃x ∈ a)(⟨a, r⟩ |= π[x →−→ x, x1 →−→ x1, ..., xn →−→ xn]) v
sku´manom indukcˇnom kroku, ale ta´to formula je absolu´tna, pretozˇe ma´ obmedzenu´ v nej
potrebnu´ kvantifika´ciu. Absolu´tnost’definı´cie funkcie Df je mozˇne´ doka´zat’na za´klade
faktu, zˇe prvkom L je aj kazˇde´ ohodnotenie vol’ny´ch forma´lnych premenny´ch forma´lnej
formule π prvkami triedy L.
Budeme predpokladat’, zˇe ξ je najmensˇie α take´, zˇe Lα ̸= (Lα)ℓ. Potom nemoˆzˇe byt’
ξ = 0, ked’zˇe L0 = ∅ = (L0)ℓ. Nemoˆzˇe byt’ani limitne´, pretozˇe potom by platilo:
Lξ =
{Lβ;β ∈ ξ} = {(Lβ)ℓ;β ∈ ξ} = (Lξ)ℓ
vzhl’adom na absolu´tnost’formule, ktora´ definuje zjednotenie. ξ nemoˆzˇe mat’ani tvar
γ + 1, pretozˇe by potom platilo Lγ+1 = Df(Lγ) = Df((Lγ)ℓ) = [Df(Lγ)]ℓ = (Lγ+1)ℓ,
kvoˆli absolu´tnosti definı´cie funkcie Df .
To, zˇe pre kazˇde´ α ∈ On je Lα = (Lα)ℓ, zarucˇuje tento spor. Z toho vyply´va, zˇe
(∃α ∈ On)(x ∈ Lα) je ekvivalentne´ formuli (∃α ∈ Onℓ)(x ∈ Lℓα) a preto (∀x ∈ L)(∃α ∈
On)(x ∈ Lα) je ekvivalentne´ [(∀x)(∃α ∈ On)(x ∈ Lα)]ℓ.
Podarilo sa na´m doka´zat’ absolu´tnost’viacery´ch pojmov, ale nie je pravda, zˇe absol-
u´tne je vsˇetko. Absolu´tna nemusı´ byt’naprı´klad vlastnost’„byt’kardina´lnym cˇı´slom“. Ak
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neexistuje navza´jom jednoznacˇna´ funkcia zobrazuju´ca α na β ∈ α, je taka´to α kardina´lne
cˇı´slo, ale ak existuje toto zobrazenie, nie je samozrejme´, cˇi je konsˇtruovatel’ne´. Z toho ply-
nie, zˇe moˆzˇe existovat’ordina´lne cˇı´slo, ktore´ nie je kardina´lne, ale v zmysle interpreta´cie
ℓ kardina´lne je.
Teraz pristu´pime k samotne´mu doˆkazu axio´mu vy´beru a hypote´zy kontinua v ZF,
V = L teo´riı´. K doˆkazu hypote´zy kontinua je potrebny´ najskoˆr doˆkaz nasleduju´cej vety,
ktorej podstata je vo vymedzenı´ sˇtruktu´ry v jazyku teo´rie mnozˇı´n. Sku´manı´m sˇtruktu´r
sˇpecificke´ho tvaru je mozˇne´ sku´manie tejto sˇtruktu´ry nahradit’. V ty´chto sˇpecia´lnych
sˇtruktu´rach je rela´cia na´lezˇania absolu´tna a ichuniverzum je aj takmnozˇinou tranzitı´vnou.
Ak je y kazˇda´ nepra´zdna cˇast’mnozˇiny c, pricˇom ma´ ta´to cˇast’minima´lny prvok v rela´ciı´
r, tak ta´to rela´cia r je fundovana´ na mnozˇine c a znacˇı´me
∅ ̸= y ⊆ c→ (∃z ∈ y)(y ∩ r′′{z} = ∅)
Vdoˆsledku axio´mu fundovanosti je pre l’ubovol’nu´mnozˇinu b rela´ciaE∩b2 fundovana´
na b. Rela´cia rmusı´ byt’fundovana´ na mnozˇine a, pokial’pozˇadujeme, aby boli izomorfne´
sˇtruktu´ry ⟨a, r⟩ a ⟨b, E ∩ b2⟩. Toto je povinna´ podmienka vzt’ahuju´ca sa na nasleduju´cu
vetu.
Veˇta 7.3 V ZF teo´riı´ je doka´zatel’ne´, zˇe ak je forma´lnym modelom formaliza´cie axio´mu exten-
zionality forma´lna sˇtruktu´ra ⟨a, r⟩ a ak je rela´cia r fundovana´ na mnozˇine a, tak existuje taka´
tranzitı´vna mnozˇina b, zˇe su´ sˇtruktu´ry ⟨a, r⟩ a ⟨b, E ∩ b2⟩ izomorfne´, pricˇom je jednoznacˇne
urcˇeny´ aj tento izomorfizmus, aj mnozˇina b.
Ta´to veta sa nazy´va Teore´m izomorfizmu alebo aj Veta o kolapse.
Du˚kaz. V teo´riı´ ZF definujeme pre α ∈ On transfinitnou rekurziou funkcie fα tak, zˇe:
f0 = ∅
fα+1 = fα ∪ {⟨y, x⟩;x ∈ (a−Dom(fα)) ∧ r′′{x} ⊆ Dom(fα) ∧ y = f ′′αr′′{x}}
(pre l’ubovol’ne´ ordina´lne cˇı´slo α)
fλ =
{fα;α ∈ λ}
(pre l’ubovol’ne´ limitne´ ordina´lne cˇı´slo λ)
Pre l’ubovol’ne´ x ∈ amusı´ existovat’α taka´, zˇe x ∈ Dom(fα)
Ak by neexistovala, dalo by sa v rela´ciı´ r zvolit’ x˜ minima´lne s takouto vlastnost’ou.
Znamenalo by to zvolit’ x˜ ∈ a take´, zˇe (∀z)[z ∈ r′′{x˜} → (∃α)(z ∈ Dom(fα))] ∧ (∀α)(x˜ ̸∈
Dom(fα)), ale potom je r′′{x˜} mnozˇinou a to znamena´, zˇe podl’a sche´my nahradenia
existuje taka´ α ∈ On, zˇe by platilo r′′{x˜} ⊆ Dom(fα). Vtedy ale musı´ byt’podl’a definı´cie
x˜ ∈ Dom(fα+1), cˇizˇe dosta´vame spor.
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Ked’zˇe a je mnozˇina, v doˆsledku sche´my nahradenia musı´ existovat’γ ∈ On taka´, zˇe
(∀β ∋ γ)(fγ = fβ), preto je mnozˇinou f =
{fα;α ∈ On}. Z toho vyply´va, zˇe aj obor
hodnoˆt funkcie f je mnozˇinou, ktoru´ oznacˇı´me b, zapisujeme
b = Rng(f)
Akby nebola funkcia f prosta´, existovali by navza´jom roˆzne x, y ∈ a, pricˇombyplatilo
f(x) = f(y). Potom by ale mohlo byt’opa¨t’zvolene´ x˜minima´lne s touto vlastnost’ou, cˇizˇe
by platilo:
(∀z)[⟨z, x˜⟩ ∈ r → (∀z′ ∈ a)(z ̸= z′ → f(z) ̸= f(z′))] ∧ (∃y ∈ a)(x˜ ̸= y ∧ f(x˜) =
f(y)) Zafixujeme esˇte aj take´ y. Ked’zˇe je splnena´ formaliza´cia axio´mu extenzionality vo
forma´lnej sˇtruktu´re ⟨a, r⟩, je r′′{x˜} ≠ r′′{y}, cˇizˇe kvoˆli zvoleniu mnozˇiny x˜ nemoˆzˇe nastat’
f ′′r′′{x˜} = f ′′r′′{y}, pretozˇe ak je naprı´klad z ∈ r′′{x˜} − r′′{y}, potom f(z) ∈ f(x˜). Keby
f(z) ∈ f(y), tak by muselo existovat’z′ ∈ r′′{y} take´, zˇe by platilo f(z) = f(z′). To ale
nie je mozˇne´ kvoˆli nasˇej vol’be, cˇizˇe nasta´va spor. Zobrazenie f je izomorfizmus sˇtruktu´r
⟨a, r⟩ a ⟨b, E ∩ b2⟩, ked’zˇe podl’a definı´cie fα+1 je (∀x ∈ Dom(fα+1))(⟨z, x⟩ ∈ r ≡ fα+1(z) ∈
fα+1(x)). Existuje x ∈ a take´, zˇe y = fα+1(x), ak je y ∈ Rng(fα+1), potom ale
y = f ′′α+1r′′{x}, cˇizˇe platı´ y ⊆ b
a tak sme tranzitivitu mnozˇiny b doka´zali. Ak budeme predpokladat’, zˇe medzi sˇtruk-
tu´rami ⟨a, r⟩ a ⟨b1, E ∩ b21⟩ (kde b1 je tranzitı´vne) su´cˇastne existuje izomorfizmus h ̸= f ,
aby sme zı´skali spor, fixujeme v rela´ciı´ r x˜minima´lne a take´, zˇe platı´ f(x˜) ̸= h(x˜). Potom
ale f(x˜) = f ′′r′′{x˜} = h′′r′′{x˜} ⊆ h(x˜). Posledna´ inklu´zia platı´ v doˆsledku predpokladu,
zˇe h je izomorfizmus. Ak e ∈ h(x˜) − f(x˜), potom existuje y ∈ a taky´, zˇe ked’zˇe platı´, zˇe
je tranzitı´vne Rng(h), tak h(y) = e a ked’zˇe h je izomorfizmus, tak navysˇe aj ⟨y, x˜⟩ ∈ r.
Vtedy ale h(y) = f(y) ∈ f(x˜). To je ale v rozpore s predpokladom.
Veˇta 7.4 Axio´m vy´beru a zobecnena´ hypote´za kontinua su´ doka´zatel’ne´ v ZF, V = L teo´riı´.
Postupne sa poku´sime vo viacery´ch krokoch tu´to vetu doka´zat’.
Du˚kaz. Zacˇneme doˆkazom axio´mu vy´beru. Uka´zˇeme, zˇe dobre´ usporiadanie <<mozˇno
definovat’ formulou a to naraz na celej univerza´lnej triede, nie len na kazˇdej samotnej
mnozˇine. Zadefinovanie dobre´ho usporiadania << spravı´me tak, zˇe stanovı´me x << y,
ak α ∈ On tak, zˇe x ∈ Lα ∧ y ̸∈ Lα. To zı´skame popı´sanı´m ostre´ho usporiadania mnozˇiny
Lα+1 − Lα kazˇde´ho α ∈ On pri predpoklade (∀x)(∃α)(x ∈ Lα+1 − Lα). Rekurziou podl’a
ordina´lnych cˇı´sel zı´skame popis take´hoto usporiadania. K tomu si musı´me uvedomit’,
zˇe je jednoznacˇne urcˇeny´ pocˇet forma´lnych premenny´ch, ktore´ maju´ vol’ny´ vy´skyt vo
forma´lnej formuli a taktiezˇ musı´me predpokladat’, zˇe Lα uzˇ dobre usporiadane´ je.
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Na zacˇiatok usporiadajme mnozˇinu usporiadanı´m ▹: {⟨π, x1, ..., xn⟩;π ∈ Form ∧
x1, ..., xn ∈ Lα∧ „pra´ve n forma´lnych premenny´chma´ vol’ny´ vy´skyt vo forma´lnej formuli
π“ }. Mnozˇinu sme usporiadali lexikograficky vzhl’adom k predpokladane´mu dobre´mu
usporiadaniu namnozˇineLα a k dobre´mu usporiadaniu namnozˇine forma´lnych formulı´.
Definujeme x << z na za´klade usporiadania ▹, kde pre x, z ∈ Lα+1 − Lα. Vzt’ah x << z
platı´ pra´ve ked’ existuje forma´lna formula π, ktora´ ma´ pra´ve n + 1 vol’ny´ch forma´lnych
premenny´ch y, x1, ..., xn a existuju´ x1, ..., xn ∈ Lα take´, zˇe platı´ nasleduju´ca formula, ktora´
reprezentuje doka´zatel’nost’axio´mu vy´beru v ZF, L = V teo´riı´.
x = {y ∈ Lα; ⟨Lα, E ∩ L2α⟩ |= π[y, x1, ..., xn]} ∧ (∀ϱ)(∀z1, ..., zm ∈ Lα)(⟨ϱ, z1, ..., zm⟩ ▹
⟨π, x1, ..., xn⟩ → z ̸= {y ∈ Lα; ⟨Lα, E ∩ L2α⟩ |= ϱ[y, z1, ..., zm]})
Presku´manie mohutnosti mnozˇı´n L∈α v ZF teo´riı´ je vhodny´m krokom na doka´zanie
hypote´zy kontinua. Platı´, zˇe kazˇde´ Lα je dobre usporiadane´, cˇizˇe ma´ mohutnost’, ktora´
je kardina´lnym cˇı´slom. Lα je konecˇne´ pre α ∈ ω, pretozˇe je samozrejme´, zˇe L0 = ∅
je konecˇna´ a ked’zˇe je iba konecˇne vel’a vsˇetky´ch cˇastı´ konecˇnej mnozˇiny, tak platı´, zˇe
konecˇnost’Lα → konecˇnost’Lα+1. Ked’zˇe mnozˇina Lω obsahuje ω a je spocˇı´tatel’ny´m zjed-
notenı´m konecˇny´ch mnozˇı´n, pricˇom z doˆkazu axio´mu vy´beru vyply´va, zˇe je k dispozı´ciı´,
tak zjednotenie najviac spocˇı´tatel’ne vel’a najviac spocˇı´tatel’ny´ch mnozˇı´n je tiezˇ najviac
spocˇı´tatel’na´ mnozˇina, takzˇe z toho usudzujeme, zˇe mnozˇina Lω je spocˇı´tatel’na´. Zˇe ma´
mnozˇina Lα rovnaku´ mohutnost’, akomnozˇina α, pre l’ubovol’ne´ α ∋ ω, odvodı´me induk-
ciou. Mohutnost’mensˇiu alebo rovnu´ mohutnosti mnozˇiny Form×{(Lα)n;n ∈ ω}ma´
mnozˇina Lα+1. Platı´, zˇe (Lα)n ma´ rovnaku´ mohutnost’ako Lα, pre 0 ∈ n ∈ ω. Mnozˇinu
(Lα)
0 povazˇujeme za jednoprvkovu´.
Mnozˇina Lα je pre limitne´ α zjednotenı´m take´ho pocˇtu mnozˇı´n, kol’ko je mohutnost’
ordina´lneho cˇı´slaα. Podl’a indukcˇne´ho predpokladu jemohutnost’kazˇdej takejtomnozˇiny
rovna´ maxima´lne mohutnosti ordina´lneho cˇı´sla α. Vzhl’adom k tomu je pre limitne´ αmo-
hutnost’Lα maxima´lne rovna´ mohutnosti ordina´lneho cˇı´sla α. Pritom ale podl’a formule
(3) Vety 1 platı´ α ⊆ Lα, takzˇe Lα ma´ prinajmensˇom mohutnost’rovnaku´, ako α.
Teraz sa su´stredı´me na doˆkaz zobecnenej hypote´zy kontinua v ZF, V = L teo´riı´. Pred-
stavme si l’ubovol’nu´ nekonecˇnu´ mohutnost’ℵα, pricˇom α ∈ On. Potrebujeme preuka´zat’,
zˇe mohutnost’P (ℵα) je najviac ℵα+1. Podl’a odhadu mohutnostı´ mnozˇı´n Lβ k tomu stacˇı´
doka´zat’e ⊆ ℵα → e ∈ Lℵα+1, kde e bude aka´kol’vek cˇast’ℵα. Z predpokladu kosˇtruova-
tel’nosti kazˇdej mnozˇiny usudzujeme, zˇe musı´ existovat’ taka´ β, zˇe platı´ e ∈ Lβ , pricˇom
zatial’nevieme, ako vel’ke´ je najmensˇie ordina´lne cˇı´slo β, ktore´ ma´ tu´to vlastnost’. Chceme
preuka´zat’, zˇe to najmensˇie je pra´ve prvkom ℵα+1.
Zvolı´me formulu ϕ s dvomi premenny´mi x, y, pre ktoru´ platı´ ϕ(x, y) → (x ∈ Ly ∧
(∀x, y)[x = y ≡ (∀e)(e ∈ x ≡ e ∈ y)]) (pripomenieme, zˇe formula v konjunkcii napravo je
axio´m extenzionality), d’alej vlozˇı´me vsˇetky vlastnosti nutne´ ku konsˇtrukcii uvedene´ho
vzt’ahu do ϕ. Naprı´klad je takou vlastnost’ou Ord(y). Na zacˇiatok vytvorı´me sˇtruktu´ru
⟨a, r⟩ s vlastnost’ami
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• (1) r = E ∩ a2, teda ⟨a, r⟩ je podsˇtruktu´rou sˇtruktu´ry ⟨V,E⟩
• (2) ℵα ⊆ a a su´cˇastne e, β ∈ a
• (3) ama´ najviac ℵα mohutnost’
• (4) ⟨a, r⟩ |= ϕ[x →−→ e, y →−→ β]
Na zarucˇenı´ vlastnosti definovanej v bode (4) je zalozˇena´ obtiazˇnost’celej konsˇtrukcie.
Dosiahneme toho tak, zˇe postupne vytvorı´me mnozˇiny am pre ktore´ platı´, zˇe m ∈ ω.
Prihliadame pritom, aby vsˇetky mali mohutnost’ najviac ℵα. Mnozˇinou a, teda bude{am;m ∈ ω}. Je splnena´ pozˇiadavka vlastnosti (3) a vlastnost’ (2) dosiahneme tak, zˇe
definujeme a0 = ℵα ∪ {e} ∪ {β}, pricˇom je jasne´, zˇe mnozˇina a0 ma´ mohutnost’najviac
ℵα. Pre m ∈ ω budeme predpokladat’, zˇe je uzˇ zkonsˇtruovane´ am a ideme zostrojit’
am+1. Overme, cˇi pre l’ubovol’ne´ x1, ..., xn ∈ am a l’ubovol’nu´ podformulu ψ formule
ϕ s vol’ny´mi premenny´mi y, z1, ..., zn jazyka teo´rie mnozˇı´n existuje taka´ mnozˇina y˜, zˇe
ψ(y/y˜, z1/x1, ..., zn/xn). Ak taka´to y˜ mnozˇina existuje, prida´me do mnozˇiny am+1 jednu
mnozˇinu s danou vlastnost’ou tak, zˇe je usporiadanı´m popı´sany´m v prvej cˇasti doˆkazu
definovane´ jedine´ y˜ pre l’ubovol’nu´ myslenu´ formulu ψ a l’ubovol’ne´ parametre, teda to
najmensˇie a tak toto y˜ prida´me. Za´rovenˇ netvrdı´me, zˇe inou vlastnost’ou ψ′ neprida´me
esˇte ine´ y˜′ take´, zˇe ma´ tiezˇ vlastnost’ ψ. Najmensˇou nadmnozˇinou mnozˇiny am, ktora´
obsahuje takto pridane´ prvky pre vsˇetky myslitel’ne´ podformule formule ϕ a vsˇetky
mozˇne´ parametre z am bude teda mnozˇina am+1. Taktiezˇ mohutnost’am+1 je najviac ℵα,
ked’zˇe vsˇetky´chmozˇny´ch parametrov je najviacℵα. Podmienku (1) zarucˇı´me definovanı´m
r = E ∩ a2.
Poslednu´ podmienku (4) splnı´me pomocou indukcie podl’a zlozˇitosti podformu´l
ψ formule ϕ, do ktory´ch su´ dosadene´ parametre z a. Vzhl’adom k definı´ciı´ rela´cie r
nie je cˇo preukazovat’, ak je ψ za´kladnou formulou. Za´kladny´m doˆsledkom definı´cie
splnˇovania v sˇtruktu´re su´ indukcˇne´ kroky implika´cie a nega´cie. Konsˇtrukcia formule
(∃z)ψ → (∃z ∈ a)⟨a, r⟩ |= ψ[y →−→ z] zabezpecˇuje jednu potrebnu´ implika´ciu indukcˇ-
ne´ho kroku kvantifika´cie. Implika´cia vo formuli (∃z ∈ a)⟨a, r⟩ |= ψ[y →−→ z] → (∃z)ψ je
trivia´lna.
Vlastnost’ (4) zarucˇuje, zˇe je splnena´ formaliza´cia axio´mu extenzionality v sˇtruktu´re
⟨a, r⟩. Z doˆkazu Vety 3 vyply´va, zˇe existuje tranzitı´vna mnozˇina b a izomorfizmus f
sˇtruktu´r ⟨a, r⟩ a ⟨b, E∩b2⟩, ktory´ je urcˇeny´ na celejmnozˇine a, ktorej su´cˇast’ou je kardina´lne
cˇı´slo ℵα. Predvedieme, zˇe (∀ξ ∈ ℵα)(ξ = f(ξ)), pricˇom ak by to neplatilo, mohli by sme
ako najmensˇie ordina´lne cˇı´slo ξ ∈ ℵα, pre ktore´ platı´ ξ ̸= f(ξ), zafixovat’ ζ. Vtedy ale
δ ∈ ζ → ⟨δ, ζ⟩ ∈ r. Preto ⟨f(δ), f(ζ)⟩ ∈ E ∩ b2, teda δ = f(δ) ∈ f(ζ), takzˇe ζ ⊆ f(ζ).
Ak x ∈ f(ζ), potom x ∈ b kvoˆli tranzitivite mnozˇiny b. Musı´ existovat’ y ∈ a tak, zˇe
platı´ f(y) = x. Avsˇak vtedy ⟨y, ζ⟩ ∈ r, takzˇe y ∈ ζ. Potom x = f(y) = y ∈ ζ, cizˇe sme
preuka´zali ζ = f(ζ), cˇo vedie ku sporu. Pravdivost’ forma´lnej formule sa vo forma´lnej
sˇtruktu´re prena´sˇa izomorfizmom, takzˇe platı´ ⟨b, E ∩ b2⟩ |= ϕ[x →−→ f(e), y →−→ f(β)].
Vieme aj, zˇe f(e) = e. Z vy´skumu v doˆkaze Vety 2 plynie, zˇe vsˇetky potrebne´ formule
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su´ absolu´tne, ked’zˇe je b tranzitı´vne. Ilustracˇne ma´me ekvivalenciu Ord(f(β)) ≡ ⟨b, E ∩
b⟩ |= Ord(z)[z →−→ f(β)], ale pritom je mohutnost’f(β) mensˇia alebo rovna´ mohutnosti
mnozˇiny b, pricˇom platı´, zˇe bma´ mohutnost’najviac ℵα, preto f(β) ∈ ℵα+1.
Stacˇı´ si uzˇ iba uvedomit’ platnost’ (⟨b, E ∩ b2⟩ |= ϕ[x →−→ f(e), y →−→ f(β)]) → e =
f(e) ∈ Lf(β). Ty´m jedokoncˇeny´doˆkaz, zˇe aniAC, aniGCHnie jemozˇne´ vZFvyvra´tit’, teda
pomocou konsˇtrukcie Go¨delovy´ch konsˇtruovatel’ny´ch mnozˇı´n sa da´ doka´zat’ relatı´vna
bezospornost’axio´mu vy´beru a zobecnenej hypote´zy kontinua s teo´riou ZF.
Je mozˇne´ zobecnit’ konsˇtrukciu konsˇtruovatel’ny´ch mnozˇı´n spoˆsobom, zˇe zadefino-
vanı´m triedy L[x] pre x ⊆ L tak, zˇe x ∈ L[x], pricˇom su´ vlastnosti triedy L[x] obdobne´
vlastnostiam triedy L. Je mozˇne´ demonsˇtrovat’, zˇe naprı´klad ak existuje x ⊆ ω ∧ x ̸∈ L,
tak vzt’ah V = L neplatı´, pricˇom zobecnena´ hypote´za kontinua v zmysle interpreta´cie
definovanej pomocou triedy L[x] platı´.
K spracovaniu tejto kapitoly na´m poslu´zˇili zdroje [4], [2].
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8 Za´ver
V u´vode pra´ce sme sa zaoberali definı´ciou logickej teo´rie, zadefinovali sme jednotlive´
pojmy, s ktory´mi sme neskoˆr potrebovali pracovat’a popı´sali vzt’ahy medzi nimi.
Dˇalsˇia cˇast’ pra´ce popisuje okolnosti, kvoˆli ktory´m bolo nevyhnutne´ vytvorit’ nad
naivnou teo´riou mnozˇı´n komplikovanejsˇı´ a prepracovanejsˇı´ syste´m a postavit’tak teo´riu
mnozˇı´n na pevne´ axiomaticke´ za´klady, v ktory´ch uzˇ paradoxy naivnej teo´rie mnozˇı´n
nemaju´ platnost’.
Detailnejsˇiemu presku´maniu a popı´saniu vzt’ahov v taky´chto axiomaticky´ch syste´-
moch sa venuje d’alsˇia kapitola. Su´ tu spracovane´ tri najzna´mejsˇie a najpouzˇı´vanejsˇie
axiomaticke´ teo´rie mnozˇı´n, s popisom ich axiomaticke´ho syste´mu. Z tejto kapitoly je
evidentne´, zˇe Zermelo-Fraenkelova teo´ria mnozˇı´n je za´kladnou axiomatickou teo´riou
mnozˇı´n a v literatu´re zaoberaju´cou sa problematikou teo´riı´ mnozˇı´n je najcˇastejsˇie sa vy-
skytuju´cou. Cˇo sa ty´ka Kelley-Morseovej teo´rie mnozˇı´n, je mozˇne´ konsˇtatovat’, zˇe ta´to
teo´ria je sˇpecia´lnym prı´padom Go¨del-Bernaysovej teo´rie mnozˇı´n, ked’zˇe jej axiomaticky´
syste´m je azˇ na jeden axio´m totozˇny´.
Ta´tomala´ zmena, je ale zmenou rozsiahlejsˇou. Je tomozˇne´ pozorovat’v d’alsˇej kapitole,
kde sme uka´zali formulu, ktora´ je doka´zatel’na´ v Kelley-Morseovej teo´riı´ mnozˇı´n, ale nie
je doka´zatel’na´ v Zermelo-Fraenkelovej teo´riı´ mnozˇı´n. Z toho moˆzˇeme vyvodit’za´ver, zˇe
Kelley-Morseova´ teo´ria mnozˇı´n je silnejsˇia ako Zermelo-Fraenkelova´ teo´ria mnozˇı´n.
Dˇalsˇia kapitola bola zamerana´ na preuka´zanie, zˇe Go¨del-Bernaysovu´ teo´riu mnozˇı´n
je mozˇne´ upravit’na teo´riu s konecˇne vel’a axio´mami a tak z nej vytvorit’Finı´tnu verziu
Go¨del-Bernaysovej teo´riemnozˇı´n. Toto je prekvapivy´ vy´sledok, pretozˇe sche´ma existencie
tried v sˇtandardnej Go¨del-Bernaysovej teo´riı´ mnozˇı´n zarucˇuje pridanie axio´mu existenciu
triedymnozˇı´n s urcˇitou vlastnost’ou pre kazˇdu´ novu´ formulu a teda sa javı´, zˇe ta´to sche´ma
zarucˇuje nekonecˇne vel’a axio´mov. V tejto kapitole je vsˇak podany´ na´vod, ako je mozˇne´
tu´to sche´mu eliminovat’.
Posledna´ kapitola sa venuje naozaj doˆlezˇity´m doˆkazom v teo´riı´ mnozˇı´n - preuka´zaniu
relatı´vnej bezospornosti axio´mu vy´beru a hypote´zy kontinua so Zermelo-Fraenkelovou
teo´riou mnozˇı´n pomocou konsˇtrukcie konsˇtruovatel’ny´ch mnozˇı´n popı´sany´ch Kurtom
Go¨delom. Takzˇe za predpokladu, zˇe su´ axio´my Zermelo-Fraenkelovej teo´rie mnozˇı´n bez-
osporne´, pridanı´m hypote´zy kontinua a axio´mu vy´beru vznikne opa¨t’bezosporny´ syste´m
axio´mov. Pre doplnenie uvedieme, zˇe Paul Cohen v roku 1963 preuka´zal, zˇe ak su´ axio´my
teo´rie mnozˇı´n bezosporne´, potom z nich ani s pouzˇitı´m axio´mu vy´beru nie je mozˇne´
hypote´zu kontinua doka´zat’. [4] Z Go¨delovy´ch a Cohenovy´ch vy´sledkov je teda jasne´,
zˇe na za´klade axio´mov teo´rie mnozˇı´n nie je mozˇne´ hypote´zu kontinua rozhodnu´t’. Cˇo sa
ty´ka axio´mu vy´beru, mnoho matematikov ho odmieta, pretozˇe na rozdiel od ostatny´ch
axio´mov, ktore´ maju´ konsˇtrukcˇny´ charakter, axio´m vy´beru neda´va zˇiadnu predstavu, ako
vyzera´ jeho vy´berova´ funkcia. Dalo by sa teda zhodnotit’, zˇe ma´ len charakter existencˇny´.
Napriek tomu sa jeho prakticka´ aplika´cia da´ na´jst’ v doˆkazoch tvrdenı´, na ktory´ch su´
postavene´ mnohe´ matematicke´ odvetvia.
Pra´ca tedapoda´vaprehl’adny´ a uceleny´ pohl’adnanajpouzˇı´vanejsˇie axiomaticke´ teo´rie
mnozˇı´n s popisom doˆkazov vybrany´ch teore´mov vra´mci konkre´tnych teo´riı´, pricˇom je v
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u´vode objasneny´ doˆvodvzniku axiomaticky´ch teo´riı´mnozˇı´n a popı´sana´ vy´stavba logickej
teo´rie. Ty´m sa tento materia´l sta´va uzˇitocˇny´m pre poslucha´cˇov predmetu Vybrane´ partie
z logiky za u´cˇelom rozsˇirovania vedomostı´ z oblasti teo´rie mnozˇı´n.
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